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В настоящей работе исследуется открытая цепочка Тоды, ассоциированная с супералгеброй osp(1|2).

Показывается, что лестничные соотношения на функции Бесселя–Макдональда возникают естествен-

ным образом.
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Функция Бесселя–Макдональда Kα(e
φ) возни-

кает как решение дифференциального уравнения

Бесселя

(
∂2φ − e2φ)

)
Kα(e

φ) = α2Kα(e
φ), (1)

где параметр α ∈ iR, с асимптотиками

Kα(e
φ) ∼ e−eφ , φ→ +∞, (2a)

Kα(e
φ) ∼ eαφ, φ→ −∞, (2b)

и имеет следующее интегральное представление

Kα(x) =
1

2

(x
2

)α ∫ ∞

0

dyy−α−1e−y−x2

4y , (3)

см. [1].

Уравнение (1) и его решение (3) выделено сво-

ей связью с теорией представлений группы SL(2,R).

Уравнение (1) получается как редукция оператора

Лапласа на группе, а интегральное представление (3)

возникает как матричный элемент, подробности при-

ведены в [2].

Уравнение (1) может быть факторизовано при по-

мощи лестничных соотношений

(
∂x +

α

x

)
Kα(x) = Kα−1(x), (4a)

(
−∂x +

α

x

)
Kα(x) = Kα+1(x), (4b)

следующим образом

(
∂x +

α+ 1

x

)(
∂x − α

x

)
Kα(x) = Kα(x), (5)
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где x = eφ.

Основной результат работы состоит в том, что

рекуррентные соотношения (4a), (4b) связываются с

супергруппой OSP (1|2).
Кратко приведем все результаты работы.

osp(1|2) гамильтониан

(
1
4∂

2
φ − 1

4∂φ − e2φ 1
2e

φ

− 1
2e

φ 1
4∂

2
φ − 1

4∂φ − e2φ

)
×

×
(
ψ0(λ, φ)

ψ1(λ, φ)

)
=

2λ2 + λ

2

(
ψ0(λ, φ)

ψ1(λ, φ)

)
, (6)

эта матричная система возникается как редукция

оператора Казимира на подходящее пространство

функций. Разрешение этой матричной системы ве-

дет к лестничным соотношениям на функции Бессе-

ля (4a), (4b).

Матричный гамильтониан диагонализуется

Hosp(1|2) =

(
H1 0

0 H2

)
=

=

(
1
4∂

2
φ − e2φ − 1

2e
φ 0

0 1
4∂

2
φ − e2φ + 1

2e
φ

)
(7)

и совпадает с гамильтонианом BC1 открытой цепоч-

ки Тоды. Аналогичная и более общая задача обсуж-

дается в [3]. Также отметим, что гамильтониан (7)

допускает следующее cуперсимметричное представ-

ление:

Hosp(1|2) = Q2, (8)
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где

Q =

(
0 Q1

Q2 0

)
=

(
0 1

2 (∂x + ex)
1
2 (∂x − ex) 0

)
, (9a)

x = φ+ log(2). (9b)

Также построены интегральные представления для

волновых функций как интегралы Березина – нечет-

ный аналог формул, полученных в [2].

Текст работы организован следующим образом:

сначала производится редукция оператора Лапласа

на пространство функций определенного вида, затем

описывается интегральное представление волновых

функций. В последней части мы рассматриваем BC1

систему Калоджеро–Сазерленда, ее связь с sl(2,R)

алгеброй, и ее иноземцевское вырождение в контек-

сте суперсимметричной факторизации (8).

Теоретико-групповое описание цепочки То-

ды. Супералгебра osp(1|2) имеет четные образующие

h, e± и нечетные f±. Соотношения следующие:

[h, e±] = ±e±, (10a)

[e+, e−] = 2h, {f±, f±} = ±1

2
e±, (10b)

{f+, f−} =
h

2
, (10c)

[h, f±] = ±1

2
f±, (10d)

[e±, f∓] = −f±. (10e)

Оператор Казимира

C = h2 +
{e+, e−}

2
− [f+, f−]. (11)

Рассмотрим множество элементов Γ на супергруппе

OSP (1|2) вида

g = e2θ1f
+

ex1e
+

eφhex2e
−

e2θ2f
−

,

где xi, φ – четные, а θi – нечетные координаты.

В выбранной параметризации правое действие

osp(1|2) векторными полями на пространстве функ-

ций на Γ имеет вид (для сокращения будем обозна-

чать элемент алгебры и соответствующее ему век-

торное поле одной и той же буквой)

e+ = ∂x1 , h = −∂φ
2

− x1∂x1 −
1

2
θ1∂θ1 , (12a)

e− = e2φ∂x2 − x21∂x1 − x1∂φ − x1θ1∂θ1+

+ eφθ1(∂θ2 − θ2∂x2), (12b)

f+ =
1

2
(∂θ1 + θ1∂x1), f

− =
1

2
eφ(∂θ2 − θ2∂x2)−

− 1

2
x1(∂θ1 + θ1∂x1)−

1

2
θ1∂φ. (12c)

Заметим, что оператор C допускает следующее

разложение:

C = (Q+ −Q−)

(
Q+ −Q− +

1

2

)
, (13a)

Q+ =
h

2
+ 2f+f−, (13b)

Q− =
h

2
+ 2f−f+. (13c)

В выбранной параметризации оператор Казими-

ра имеет вид

C =
1

4
∂2φ − 1

4
∂φ + e2φ∂x2∂x1 −

− 1

2
eφ (∂θ1 − θ1∂x1) (∂θ2 − θ2∂x2) , (14)

и его ограничение на пространство функций F0,1 на Γ

F0 = ex1−x2 (ψ(φ) + θ1θ2ψθ1θ2(φ)) , (15a)

F1 = ex1−x2 (θ1ψθ1(φ) + θ2ψθ2(φ)) , (15b)

имеет следующий вид

C
∣∣
F0,1

=

(
1
4∂

2
φ − 1

4∂φ − e2φ 1
2e

φ

− 1
2e

φ 1
4∂

2
φ − 1

4∂φ − e2φ

)
.

(16)

Представление (12a)–(12c) допускает редукцию

на пространство функций на группе V , эквивари-

антных относительно борелевской подруппы B (со-

стоящией из элементов вида gB = eφhex2e
−

e2θ2f
−

), c

характером χ(eφhex2e
−

e2θ2f
−

) = e−2λφ, где λ ∈ iR:

fχ(x)χ(gB) = fχ(x)χ(gB). Имеем

e+ = ∂x1 , h = λ− x1∂x1 −
1

2
θ1∂θ1 ,

e− = −x21∂x1 + 2λx1 − x1θ1∂θ1 , (17a)

f+ =
1

2
(∂θ1 + θ1∂x1), f

− = −1

2
x1(∂θ1 + θ1∂x1) + θ1λ.

(17b)

Следуя [2], определим скалярное произведение состо-

яний |f〉, |h〉 ∈ V посредством интеграла Березина по

нижнетреугольным матрицам

〈f |h〉 =
∫
dx1

∫
dθ1f(x1, θ1)h(x1, θ1), (18)

таким образом, V является гильбертовым простран-

ством.

Определим левые и правые уиттекеровские состо-

яния в V :

f+|ψ±
R〉 = ± i

3/2

2
|ψ±

R〉, (19a)

〈ψL|f− = 〈ψL|
i3/2

2
, (19b)
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которые представляются функциями

|ψ±
R〉 = ei

3/2x1(1± i3/2θ1), (20a)

〈ψL| = e−
i3/2

x1 (x−2λ−1
1 − x−2λ−2

1 i3/2θ1). (20b)

Рассмотрим матричные элементы

Ψ±(λ, φ̃) = 〈ψL|eφ̃h|ψ±
R〉. (21)

Явным вычислением проверяется, что

Ψ±(λ, φ̃) = 2i2λ
(
K2λ+1(2ie

φ̃)±K2λ−1(2ie
φ̃)
)
. (22)

Сделаем вставку оператора Казимира и, используя

соотношения (10a)− (10e), имеем

〈ψL|eφ̃hC|ψ±
R〉 =

=

(
1

4
∂2
φ̃
+ e2φ̃ ± 1

2
eφ̃i

)
〈ψL|eφ̃h|ψ±

R〉 =

=
λ(2λ+ 1)

2
〈ψL|eφ̃h|ψ±

R〉. (23)

Уравнение выше совпадает с (6) после замены

φ̃ = φ+ πi
2 .

Теоретико-групповое BC1 системы

Калоджеро–Мозера. В неопубликованной работе

C. М. Харчева [4] дана теоретико-групповая интер-

претация гамильтониана BC1 системы Калоджеро–

Сазерленда. А именно, рассматривается представле-

ние sl(2,R) алгебры

e = ∂z, h = 2λ− 2z∂z, f = 2λz − z2∂z, (24)

на пространстве функций |f〉 ∈ F . На F определено

скалярное произведение

〈f |g〉 =
∫
f(z)g(z). (25)

Форма (25) инвариантна относительно действия (24)

при λ+ λ = −1.

Рассмотрим вектор |vg〉 ∈ F , который удовлетво-

ряет следующим условиям

(e− f)|vg〉 = 2ig|vg〉, g ∈ R, (26)

который представлен функцией

|vg〉 = (1 + iz)λ+g(1− iz)λ−g. (27)

В [4] показано, что функция

Ψ(x) = sinh(x)−
1
2 〈vg2 (z), e

xh
2 vg1(z)〉 (28)

решает уравнение

(
∂2x +

g21 + g22 + 1− 2g1g2 cosh(x)

sinh2(x)

)
Ψ(x) =

= (λ+
1

2
)2Ψ(x). (29)

Решения этого уравнения выражаются через присо-

единенные функции Лежандра [5]. Уравнение (29)

приводится к задаче на собственные значения с га-

мильтонианом

H = ∂2x − (g1 − g2)
2 + 1

4 cosh(x/2)2
+

(g1 + g2)
2 + 1

4 sinh2(x/2)
. (30)

И. В. Полюбиным было обнаружено, что гамиль-

тониан (30) модели Калоджеро–Сазерленда допус-

кает представление, аналогичное (8). Рассмотрим

матрицу

QCM =

(
0 QCM+

QCM− 0

)
=

=

(
0 ∂x + ν1 tanh(

x
2 ) + ν2 coth(

x
2 )

∂x − ν1 tanh(
x
2 )− ν2 coth(

x
2 ) 0

)
.

(31)

Тогда,

HBC1 = Q2
CM = diag(a1, a2), (32a)

a1 = ∂2x +
ν1(ν1 − 1

2 )

cosh2(x2 )
− ν2(ν2 +

1
2 )

sinh2(x2 )
− (ν1 + ν2)

2, (32b)

a2 = ∂2x +
ν1(ν1 +

1
2 )

cosh2(x2 )
− ν2(ν2 − 1

2 )

sinh2(x2 )
− (ν1 + ν2)

2, (32c)
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где параметры νi, gi связаны следующим образом

νi

(
νi + (−1

2
)i
)

= − (g1 + (−1)ig2)
2 + 1

4
. (33)

Известно, что тригонометрические системы Калоджеро–Мозера допускают вырождение в открытую цепочку

Тоды [6, 7]. Сделаем следующее преобразование:

x→ x+∆/2, νi = αie
∆, i = 1, 2. (34)

В пределе ∆ → ∞

HBC1 →
(
∂2x + α2

1e
−4x + α1α2e

−2x 0

0 ∂2x + α2
1e

−4x − α1α2e
−2x

)
. (35)

Заметим, что операторы QCM± имеют конечный предел только в случае α1 = −α2, что в точности отве-

чает (6).
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