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Обнаружена возможность локализации продольных волн промежуточного диапазона частот в пе-

риферийном транспортном барьере тороидальной термоядерной установки. Показано, что такие лока-

лизованные волны могут возбуждаться при параметрическом распаде пучков обыкновенных СВЧ волн

суб-мегаватного уровня в экспериментах по электронному циклотронному резонансному нагреву плаз-

мы, приводя к генерации аномально рассеянных волн.
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В нелинейных средах резонансные трехволновые

взаимодействия волн, удовлетворяющие принципам

сохранения импульса и энергии (или условиям рас-

пада), могут приводить к возбуждению парамет-

рических распадных неустойчивостей (ПРН) волны

накачки [1] и, как следствие, к интенсивной нели-

нейной генерации дочерних волн. Этот процесс яв-

ляется пороговым и происходит, если амплитуда вол-

ны накачки превышает определенное значение, опре-

деляемое потерями энергии дочерних волн [1]. В

неоднородных средах порог возбуждения ПРН час-

то определяется конвективными потерями дочерних

волн из конечной вдоль направления неоднородно-

сти области распада [2, 3]. Эксперименты в ионо-

сфере [4] и при лазерном термоядерном синтезе [5]

показали, что развитие ПРН приводит к аномально-

му поглощению и отражению волны накачки. Вме-

сте с тем, теоретический анализ поведения волн, ис-

пользуемых для дополнительного электронного цик-

лотронного резонансного нагрева (ЭЦРН) плазмы в

тороидальных термоядерных установках [6, 7], пред-

сказал отсутствие этих неустойчивостей, посколь-

ку порог их возбуждения составляет порядка ГВт

и не может быть превзойден в современных уста-

новках, оперирующих мегаваттными пучками СВЧ

волн. В настоящее время ЭЦРН рассматривается как

наиболее надежный метод локального нагрева элек-

тронов и генерации токов увлечения в токамаках.

Согласно современным представлениям считается,
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что этот локальный нагрев позволит осуществлять

контроль неоклассической тиринг-моды в токамаке-

реакторе ИТЭР (ITER – International Thermonuclear

Experimental Reactor, Международный термоядер-

ный реактор). Однако недавние экспериментальные

наблюдения аномального рассеяния греющего излу-

чения [8], генерации групп высокоэнергичных ионов

[9], излучения плазмы на полуцелых гармониках час-

тоты генератора [10] и уширения профиля энерго-

выделения СВЧ волны [11, 12] свидетельствуют о

возбуждении нелинейных явлений при распростра-

нении мощных пучков СВЧ волн в плазме торо-

идальных ловушек. Теоретическая модель [13–16],

которая расширяет традиционную схему описания

трехволнового взаимодействия [1–3] и учитывает на-

личие в ЭЦРН экспериментах немонотонных профи-

лей плотности плазмы, предсказывает возможность

возбуждения низкопороговых ПРН и интерпретиру-

ет аномальные явления как последствия их разви-

тия [17–21]. Ключевой элемент новой модели – это

возможность локализации дочерних волн (или од-

ной волны) вблизи локального максимума плотно-

сти и в присутствие ограниченного в поперечном на-

правлении пучка волн накачки, что влечет за со-

бой подавление потерь их энергии из области распа-

да в направлении неоднородности и, следовательно,

приводит к резкому снижению порога неустойчиво-

сти. Однако немонотонный профиль плотности, по-

видимому, не является единственной причиной низ-

копороговых ПРН. В настоящей работе показано,
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что совершенно неожиданно возбуждение этих явле-

ний может происходить в периферийном транспорт-

ном барьере (ПТБ), т.е. в самой крутой области про-

филя плотности, где, на первый взгляд, конвектив-

ные потери дочерних волн должны быть максималь-

ными и выводы теоретического анализа [6, 7] должны

быть наиболее обоснованы. Тем не менее, в настоя-

щей работе показано, что специфические зоны про-

зрачности, возникающие для волн промежуточной

частоты в областях плазмы с высоким градиентом

плотности [22, 23], приводят к их локализации в пре-

делах транспортного барьера и легкому параметри-

ческому возбуждению. Поскольку пороговые мощно-

сти ПРН, приводящих к возбуждению локализован-

ных дочерних волн [13–16], оказываются значитель-

но ниже, чем пороги, предсказанные для генерации

нелокализованных дочерних волн [6, 7], абсолютная

параметрическая распадная неустойчивость (ПРН)

мегаваттных микроволновых пучков представляет-

ся возможной и в будущих ЭЦРН экспериментах c

использованием СВЧ волн обыкновенной поляриза-

ции, в частности, в токамаке ИТЭР. Эта неустой-

чивость приводит к возбуждению аномально рассе-

янных обыкновенных волн и косых ленгмюровских

волн (КЛВ), запертых в направлении плазменной

неоднородности.

Традиционным подходом к анализу волн проме-

жуточной частоты в неоднородной замагниченной

плазме является приближение геометрической опти-

ки, использование которого приводит к тем же выво-

дам об областях прозрачности волн, что и теория од-

нородной плазмы. Однако сильная неоднородность

на периферии плазмы в сочетании с большим значе-

нием в промежуточном частотном диапазоне недиа-

гональной компоненты диэлектрического тензора хо-

лодной плазмы g может привести к значительному

изменению этих выводов и появлению новых зон про-

зрачности [22, 23]. Длина волны в этом случае остает-

ся намного меньше масштаба неоднородности плаз-

мы. По этой причине эффект неоднородности может

быть учтен в приближении геометрической опти-

ки, модифицированном добавлением к дисперсион-

ному уравнению членов, пропорциональных произ-

водным компонент диэлектрического тензора холод-

ной плазмы. Чтобы проиллюстрировать это явление

в ПТБ токамака, введем локальную декартову си-

стему координат (x, ζ, ξ). Координата x направлена

вдоль направления неоднородности, координата ζ –

перпендикулярно линии магнитного поля на магнит-

ной поверхности и координата ξ – вдоль линии маг-

нитного поля. Потенциал продольной КЛВ описы-

вается уравнением D̂Lϕ = (ε(ωL)∆⊥ + ∂xε(ωL)∂x −

− i∂xg(ωL)∂ζ + η(ωL)∂ξξ)ϕ = 0, являющимся след-

ствием закона Гаусса. В этом уравнении ε, η – диаго-

нальные компоненты диэлектрического тензора хо-

лодной плазмы, ∆⊥ = ∂xx + ∂ζζ , ∂x = ∂/∂x, ∂ζ = ∂/ζ

и второй член ∼ ∂xε(ωL) в ωL/ωce ≪ 1 раз меньше

третьего члена ∼ ∂xg(ωL), что позволяет в дальней-

шем им пренебречь. Функция κ(x) = ∂xg(ωL)/ε(ωL)

имеет локальный максимум в области периферий-

ного транспортного барьера. Чтобы проиллюстри-

ровать этот факт, мы возьмем профиль плотности

(рис. 1), который является близким к тем, что из-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Профиль плотности, норми-

рованной на значение плотности в центре (сплошная

линия), близкий к тем, что измерялся в токамаке FTU,

и профиль производной плотности (штрих-пунктирная

линия)

мерялись в области ПП в токамаке FTU [24, 25]. На

этом же рисунке показана функция κ(x), которая

имеет локальный максимум в точке x = xm и может

аппроксимироваться в области барьера параболиче-

ской зависимостью κ ≈ κ0(1 − (x − xm)2/l2x). Далее

будем искать решение, описывающее КЛВ, которая

распространяется преимущественно в направлении

y, т.е. ϕ(r, t) = ψn(x) exp(iqyy+inz/Rm+iωLt)/2+c.c.,

где Rm – большой радиус, соответствующий коор-

динате xm, y, z – координаты, имитирующие поло-

идальное и тороидальное направления. Для анализа

свойств этой волны рассмотрим моду, для которой

продольная компонента волнового вектора равна 0:

qξ = cosα · n/Rm − sinα · qy = 0, где α ≪ π – угол

магнитного поля B с тороидальным направлением z.

Подставим ϕ(r) в уравнение для потенциала КЛВ и

получим

D̂Lψn ≃ ε(ωL, xm)×

× (∂xx + κ0qζ − q2ζ −K4(x − xm)2)ψn(x) − 0, (1)

где K = (κ0qζ/l
2
x)

1/4, qζ = n/(Rm sinα) = q(xm)n/rm,
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q, rm – локальный запас устойчивости и малый ра-

диус магнитной поверхности, соответствующие xm.

Решение (1) описывается полиномами Эрмита

ψn(x) = φp,nfp(K(x− xm)),

fp(Kx) =

√
K/(

√
π2pp!) exp(−K2x2/2)Hp(Kx), (2)

φp,n = const.

Дисперсионное уравнение, определяющее собствен-

ную частоту волны ωp
L = ωp

L(qζ), имеет вид

DL(ω
p
L) = ε(ωp,r

L )[κ0(ω
p
L)qζ − q2ζ − (2p+1)K2(ωp

L)] = 0.

(3)

Решение (2), которое описывает локализованные

КЛВ, существует только в сильно неоднородной

плазме, где для них при положительном полоидаль-

ном числе qζ есть область прозрачности. Если гра-

диент плотности мал, κ ≃ 0, то плазма для та-

кой волны не является прозрачной. Следует отме-

тить, что эта волна обладает примечательным свой-

ством. В некотором диапазоне волновых векторов,

являющихся решением уравнения q∗ζ ≃ κ0(ω
p
L(q

∗
ζ ))/2,

в пределах области локализации вдоль направления

неоднородности она меняет знак групповой скорости

vgζ = ∂qζDL/∂ωLDL

∣∣
ωp

L(qζ),qζ
в направлении ζ. Далее,

покажем, что локализованные КЛВ могут быть лег-

ко возбуждены в ЭЦРН экспериментах в результате

ПРН.

Рассмотрим волну накачки обыкновенной

поляризации, распространяющуюся в эквато-

риальной плоскости вдоль координаты x пер-

пендикулярно магнитному полю внутрь плаз-

мы. В рамках приближения геометрической

оптики электрическое поле этой волны может

быть представлено в следующем виде: E0(r) =

= ezA0(y, z)nx(ω0, x)
−1/2 exp(i

∫ x

0
kx(ω0, x

′)dx′ −
− iω0t) + c.c.), где A0 =

√
2P0/(cw2) exp(−(y2 +

+ z2)/(2w2)) – поперечное распределение поля в

пучке, P0 – мощность волны, w – радиус пучка,

nx(ω0) = ckx(ω0)/ω0 =
√
1− ω2

pe/ω
2
0 – показатель

преломления. Рассмотрим распад волны накачки в

ПТБ на локализованную КЛВ (2) и рассеянную в

сторону и поляризованную вдоль ez обыкновенную

волну Es(r), распространяющуюся практически

поперек магнитного поля, амплитуды которых в

присутствии волны накачки описываются системой

нелинейно связанных уравнений

{
D̂sEs = ∆⊥Es + ω2

s/c
2η(ωs)Es = −iκnlωs/c∆⊥E∗

0ϕ,

D̂Lϕ = iκnlc/ωs∆⊥E0As,

(4)

где κnl = ω2
pe/(ω0ωceB) – коэффициент нелинейной

связи дочерних волн в присутствии волны накачки.

Первое из этих уравнений описывает дочернюю

обыкновенную волну, которая возбуждается в ре-

зультате слияния волны накачки и дочерней КЛВ

(правая часть уравнения). Второе уравнение описы-

вает потенциал КЛВ, источником которой является

нелинейное взаимодействие обыкновенной волны

накачки и обыкновенной дочерней волны. Будем ис-

кать ВКБ решение первого из уравнений (4) в виде

Es(r) = As(x, z)nsx(qy, x)
−1/2 exp(i

∫ x

0
ksx(qy, x

′)dx′ +
+ iqyy + iωst)/2 + c.c., где nsx = ksx(ωs)c/ωs,

равна As = −iκnl(ωs/c)Gs{∆⊥A0ϕ} exp(−iqyy −
− iωLt) – медленно меняющаяся в об-

ласти взаимодействия амплитуда и

Gs{. . .} = −i√
n0x(x)nsx(x)

c
2ωs

∫∞
x

dx′√
n0x(x′)nsx(x′)

{. . .} ×

× exp(−i
∫ x′

x
(k0x(x

′′) + ksx(q
∗
ζ , x

′′))dx′′) – часть

функции Грина этого уравнения, в которой оставлен

доминирующий член, описывающий резонансное

взаимодействие волн. На рисунке 2 показана сумма

Рис. 2. (Цветной онлайн) Сумма волновых векторов

k0x + ksx(q
∗

ζ ) обыкновенных волн (пунктирная линия)

и волновой вектор qx = qx(q
∗

ζ ) (сплошная линия) –

решение дисперсионного уравнения (3); f0 = 140ГГц,

fs = 138.8 ГГц, q∗ζ = 22.24 см−1

волновых чисел волны накачки и дочерней обыкно-

венной волны k0x(x)+ ksx(q
∗
ζ , x) (пунктирная линия)

и волновое число КЛВ qx = qx(q
∗
ζ , x), являющееся

решением дисперсионного уравнения (3) при qξ = 0

(сплошная линия). Параметры волн следующие:

f0 = 140ГГц, fs = 138.8ГГц. В силу большо-

го значения поперечной компоненты волнового

вектора q∗ζ = 22.24 см−1 дочерняя обыкновенная

волна имеет точку отражения в области распада,

т.е. ее волновой вектор обнуляется, ksx(q
∗
ζ , x) ≃ 0 в
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окрестности точек пересечения пунктирной и сплош-

ной линий, где выполняются распадные условия

∆K = k0x + ksx − qx = 0. Подставляя As в правую

часть второго уравнения (4), получим уравнение

для потенциала КЛВ

D̂Lϕ = k2nl∆⊥(A0Gs{∆⊥(A
∗
0ϕ)} exp(−iqyy − iωLt)).

(5)

Чтобы найти решение (5), мы используем про-

цедуру теории возмущений [26]. На первом этапе

мы пренебрегаем нелинейной накачкой, описывае-

мой правой частью (5), и потерями энергии дочер-

них КЛВ вдоль направления y. Решением однород-

ной версии уравнения (5) является выражение (2).

На втором шаге процедуры теории возмущения мы

учтем потери энергии КЛВ вдоль координаты y. Для

волны с тороидальной модой q∗ζ (n) = κ0(ω
p
L)/2 груп-

повая скорость вдоль ζ обнуляется. Таким образом,

единственным механизмом потери энергии из обла-

сти распада в направлении y оказывается дифрак-

ция – более медленный процесс, чем конвекцион-

ный вынос. Поэтому КЛВ, обладающие полоидаль-

ным числом волны, близким к значению q∗ζ , наи-

более неустойчивы и возбуждаются в первую оче-

редь. Нелинейное взаимодействие и потеря энергии

делают амплитуду φp,n в представлении (2) для ψn

переменной величиной, т.е. φp,n → φp,n(t, y). Под-

ставим (2) в уравнение (5), умножим его обе части

на собственную функцию, fp(Kx, x)
∗ exp(−inz/Rm),

и проинтегрируем по координатам x и z. В резуль-

тате получим следующее уравнение для амплитуды

φp,n(t, y)

(∂/∂t+ iΛy∂
2/∂y2)φp,n = γ0 exp(−y2/w2)φp,n, (6)

где γ0 = i
ω4

pe(k
2
x(ω0)+q∗2ζ )2

ω2
0ω

2
ce|〈∂ωL

DL〉|
2P0

cn0xw2|B|2

∣∣∣∣
xm

∞∫
−∞

dxfp(x)
∗Gs×

×
{
exp

(
i

x∫
x′

kx(ω0)dx
′′
)
fp(x

′)

}
– коэффициент уси-

ления, Λy = ε(ωL, xm)(1 − |η(ωL, xm)|α2)/∂ωLDL –

коэффициент дифракции. Отметим, что наличие

точки отражения для дочерней обыкновенной волны

приводит к снижению ее групповой скорости и уве-

личению амплитуды в области распада, что, в свою

очередь, увеличивает эффективность нелинейного

взаимодействия. Уравнение (6) описывает экспонен-

циальный рост КЛВ, который имеет место, когда

мощность пучка превышает пороговое значение P th
0 .

Если мощность пучка накачки значительно превы-

шает пороговое значение P0 ≫ P th
0 , то мы можем

приближенно записать exp(−y2/w2) ≈ 1 − y2/w2 и

получить аналитическое выражение для экспонен-

циально растущего решения [16]

φp,n(t, y) = exp(γsinst+ iδωs
inst)fs(y/δy),

δy = Λ1/4
y w1/2/ 4

√
γ0 exp(−iπ/8− iarg(γ0/4)), (7)

где инкремент неустойчивости и поправка к соб-

ственной частоте, определяемой (3), имеют вид

γsins =

= γ′0 −
√
|γ0|/w2(2s+1)Λy sin(arctan(γ

′′
0 /γ

′
0)/2+π/4)

δωs
ins =

= γ′′0 −
√
|γ0|/w2(2s+1)Λy cos(arctan(γ

′′
0 /γ

′
0)/2+π/4)

(8)

и s ∈ Z. Выражение (8) становится некорректным

в окрестности порога возбуждения неустойчивости

при P0 ≈ P th
0 . Однако мы можем использовать его

для качественной оценки значения P th
0 . Положим

γsins = 0 в (8) и для наиболее опасной фундамен-

тальной моды s = 0 получим выражение, которое

определяет P th
0

γ′0(P
th
0 ) =

√
|γ0(P th

0 )|Λ2
y/w

2 ×

× sin(arctan(γ′′0 (P
th
0 )/γ′0(P

th
0 ))/2 + π/4). (9)

Далее, решим уравнение (6) численно. Результаты

решения показаны на рис. 3, где приведена зависи-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость инкремента от

мощности накачки при w = 1 см. Сплошная кри-

вая – (8), символы – результат численного решения (6).

Оценка порога ПРН согласно (9) – P th
0 = 367 кВт, чис-

ленное решение– P th
0 = 323 кВт

мость инкремента от мощности накачки при w =

= 1 см. Сплошная кривая отвечает (8), а символы –
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результат численного решения (6). Оценка порога со-

гласно (9) дает P th
0 = 367 кВт, а численное решение –

P th
0 = 323 кВт. Так что качественная аналитическая

оценка, определяемая уравнением (9), лишь немно-

го завышает ее реальное значение. Тем не менее,

при мощности накачки, значительно превышающей

пороговую мощность возбуждения неустойчивости,

аналитическая зависимость (8) с хорошей точностью

описывает результат численного анализа.

Полученные значения пороговой мощности абсо-

лютной неустойчивости на три порядка меньше зна-

чения, предсказанного теорией [6], не учитывающей

наличие новых областей прозрачности и возможно-

сти локализации КЛВ в транспортном барьере. По-

скольку этот нелинейный эффект может оказать зна-

чительное влияние на эффективность системы до-

полнительного нагрева в одном из флагманов со-

временной физики – Международном термоядерном

экспериментальном реакторе (ITER), он будет про-

анализирован в последующих работах и должен быть

учтен при планировании будущих экспериментов.

Аналитическое рассмотрение ПРН поддержа-

но в рамках государственного контракта ФТИ

им. А. Ф. Иоффе 0040-2019-0023, численное моде-

лирование – в рамках государственного контракта

0034-2021-0003.
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