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Представлены результаты расчета силы трения Ван-дер-Ваальса (диссипативной флуктуационно-
электромагнитной силы) между металлическими пластинами при их относительном движении при тем-
пературах, близких к 1К. Расчеты выполнены в рамках флуктуационной электромагнитной теории
Левина–Полевого–Рытова. Показано, что для пластин золота с небольшим числом дефектов и низ-
ким остаточным сопротивлением ρ0 сила трения Ван-дер-Ваальса может возрастать на 6–8 порядков
с уменьшением температуры ниже 100 K, достигая максимума с величиной, пропорциональной ρ0

−4/5.
Для сверпроводящих металлов рост трения может наблюдаться при уменьшении температуры до ве-
личины критической температуры перехода, после чего трение исчезает. Другим важным результатом
является слабая зависимость силы трения от расстояния между пластинами a (∝ a−q c q < 1). Абсо-
лютные значения сил трения достижимы для измерений в экспериментах с применением современной
техники АСМ.
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Пространственные корреляции квантовых и теп-

ловых флуктуаций поляризации и намагниченности

конденсированных тел, а также вакуумного элек-

тромагнитного поля приводят к появлению флук-

туационных электромагнитных сил между атомны-

ми частицами, атомами и макроскопическими те-

лами, и между последними. В частности, возни-

кает сила притяжения между электронейтральны-

ми металлическими или диэлектрическими пласти-

нами (полупространствами), находящимися на рас-

стоянии a друг от друга – сила Казимира–Лифшица

[1, 2]. Флуктуационно-электромагнитные силы в раз-

личных системах обычно называются также силами

Ван-дер-Ваальса [3]. При относительном движении

тел со скоростью V , помимо силы притяжения, меж-

ду телами возникает сила трения Ван-дер-Ваальса

(при температуре T 6= 0) или сила квантового трения

(при T = 0) [4–8]. При нерелятивистских скоростях

V и температуре T 6= 0 эта сила пропорциональна V ,

а при квантовом трении – более высоким нечетным

степеням V . В течение нескольких десятилетий рас-

чет диссипативных сил Ван-дер-Ваальса был пред-

метом интенсивного теоретического исследования и

дискуссии многочисленных групп авторов с сильно

различающимися результатами. Отчасти это было

вызвано малостью этих сил по сравнению с притя-
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гивающими (консервативными) силами Казимира и

отсутствием надлежащих экспериментов. В послед-

ние годы, однако, появился общий консенсус меж-

ду теоретическими результатами разных авторов для

сил трения Ван-дер-Ваальса [11, 19–21], и, как будет

показано далее, возникает более оптимистичная пер-

спектива для проведения соответствующих экспери-

ментальных измерений.

Целью работы является анализ низкотемператур-

ной зависимости силы трения Ван-дер-Ваальса меж-

ду пластинами немагнитных металлов, основанный

на развитии результатов Полевого [6] в наших недав-

них работах [17, 18]. Помимо фундаментального и

практического значения (для технологии микроэлек-

тромеханических систем, например), обнаружение и

количественное измерение диссипативных сил Ван-

дер-Ваальса может пролить свет на решение дру-

гой важной проблемы – так называемого “парадокса”

Казимира, – нарушения теоремы Нернста в теории

Лифшица [22–26].

Рассмотрим стандартную конфигурацию систе-

мы из двух параллельных пластин 1 и 2 (рис. 1) при

температуре T , разделенных вакуумным промежут-

ком a, в которой пластина 1 движется с нереляти-

вистской скоростью V относительно покоящейся пла-

стины 2. Воспользуемся исходным выражением для

флуктуационно-электромагнитной силы трения Fx,

отнесенной к единице площади вакуумного контакта
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Рис. 1. Конфигурация системы

пластин, полученным в [17, 18] в линейном прибли-

жении по скорости V ,
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где n (ω) = 1/(exp (~ω/T ) − 1), ε1,2 и µ1,2 – за-

висящие от частоты диэлектрические и магнитные

проницаемости материалов пластин 1 и 2, q =

=
√

k2 − ω2/c2, q1,2 =
√

k2 − ε1,2µ1,2ω2/c2,

Qe = (q + q1/ε1) (q + q2/ε2) e
qa −

− (q − q1/ε1) (q − q2/ε2) e
−qa, (2)

Qm = (q + q1/µ1) (q + q2/µ2) e
qa −

− (q − q1/µ1) (q − q2/µ2) e
−qa. (3)

Постоянная Планка и скорость света в вакууме

обозначены как ~ и c, а температура T выражена

в энергетических единицах. Линейное приближение

по скорости соответствует условию ω ≫ kV , кото-

рое в нерелятивистском случае V ≪ c выполняет-

ся как для нерадиационных электромагнитных мод

(k > ω/c), так и для радиационных (k ≤ ω/c).

Как было показано в [17, 18], формула (1) полно-

стью согласуется с общим релятивистским выра-

жением для диссипативной силы Fx, полученным

впервые в рамках флуктуационно-электромагнитной

теории Левина–Полевого–Рытова [6, 27]. Ее также

можно преобразовать к полученной позднее форме

в терминах френелевских коэффициентов отраже-

ния электромагнитных волн [10, 11], однако формула

(1) является значительно более удобной при анали-

зе низкотемпературного поведения силы Fx вслед-

ствие более прозрачной зависимости от материаль-

ных свойств.

Будем рассматривать случай одинаковых пла-

стин из нормальных немагнитных металлов, когда

µ1 = µ2 = 1, ε1 = ε2 = ε(ω), и вместо Fx введем

коэффициент “вязкости” η = −Fx/V . Тогда (1) при-

нимает вид

η =
~

8π2

(

~

T

)

∞
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При записи (4) учтено тождество
d
dx (exp (x) − 1)

−1
= −1/4sh(x/2)

2
. При изучении

низкотемпературного поведения притягивающей си-

лы Казимира–Лифшица Fz между металлическими

пластинами рядом авторов используется прибли-

жение Друде для диэлектрической проницаемости

ε(ω):

ε (ω) = 1−
ω2
p

ω (ω + iν)
, (5)

где ωp и ν – частота плазмы и частота релаксации.

Как хорошо известно, для металла без дефектов и

примесей частота релаксации удовлетворяет закону

Блоха–Грюнайзена [28]

νBG (T ) = 0.0212(T/θ)
5

θ/T
∫

0

x5sh(x/2)
−2

dx(eV ), (6)

где θ – температура Дебая. При наличии дефек-

тов, влияющих на остаточное сопротивление, имеет

смысл использовать выражение

ν (T ) = ν0 + νBG (T ) , (7)

где ν0 – постоянная и νBG (T ) ≪ ν0 при 0 ≤ T ≪ T0

(T0 ≪ θ).

Во избежание недоразумений следует особо под-

черкнуть, что формула (1) получена при условии,

что пластины имеют конечную температуру T , по-

этому рассмотрение случая T → 0 с исчезающим

омическим сопротивлением на ее основе неправомер-

но. Для таких условий анализ следует проводить, ис-

пользуя общие выражения для диссипативной силы

[6, 10, 17, 18] без разложения по скорости. Из них вы-

текает, что диссипативная сила уменьшается на мно-

го порядков величины. Однако при нулевом сопро-

тивлении, формально математически, из (1) также
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следует очень низкая сила трения при всех темпе-

ратурах, отличных от нуля, поскольку в этом случае

вклад в нее вносят только радиационные моды с ча-

стотами ω/c > k.

Будем далее считать, что функция ν(T ) всегда от-

лична от нуля, и используем параметризацию часто-

ты ω = νt. Для волнового вектора k рассмотрим слу-

чай нерадиационных мод k > ω/c с параметризацией

k = (ωp/c)
√

y2 + β2t2 (где β = ν/ωp) и случай ради-

ационных мод k ≤ ω/c, когда k = (ωp/c)
√

β2t2 − y2.

Соответственно, формула (4) преобразуется к виду

η =
~

8π2

(ωp

c

)4 1

α
(Imn + Ien + Imr + Ier) , (8)

где α = ~ν/T , а интегральные слагаемые в скобках

определяются выражениями
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Кроме того, здесь и далее используем обозначения

ǫ = 1− 1/
(

β2t (t+ i)
)

, λ = ωpa/c и
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Формулы (9) и (10) соответствуют вкладам неради-

ационных мод с S- и P -поляризацией, а (11) и (12) –

вкладам радиационных мод (с аналогичной поляри-

зацией). Помимо зависимости коэффициента трения

от α (и от температуры), в (8) остается, на первый

взгляд, сложная зависимость от температуры каж-

дого из интегралов (9)–(12) через α, β и ǫ.

Проанализируем роль отдельных членов (8) при

T ∼ 1 K, когда параметр α = ~ν(T )/T мал (α ≪ 1).

Если ν(T ) определяется формулой (6), то α = 1 при

T = 69K, θ = 170K (дебаевская температура Au).

Причем вплоть до высоких температур (T ∼ 1000 K)

выполняется соотношение α/β = ~ωp/T ≫ 1. Пара-

метр λ от температуры не зависит. В частности,

для золота (ωp = 9.03 эВ) при a = 10 нм полу-

чим λ = 0.459. Наличие квадрата гиперболическо-

го синуса в (8) увеличивает роль низкочастотных

мод с t ≪ 1, когда sh(αt/2)−2 ≈ 4α−2t−2. Соответ-

ственно, значительный температурный эффект мо-

жет проявляться при T ≪ 69 K. Анализ выражений

(9)–(12) показывает, что в широкой области рассто-

яний a между пластинами (от 1 нм до 3 мкм), основ-

ной вклад в силу трения вносит интеграл Imn. При

его вычислении y принимает характерные значения

y ∼ λ−1 ∼ 1. Поэтому при t ≪ 1 и y ≫ t получим

|Qmn|2 ≈ 16y4 exp(2λy). C другой стороны, независи-

мо от соотношения между y и t, будем иметь

(Imw)2 ≡
(

Im
√

y2 + t/(t+ i)
)2

=

=

√

t2 + [t2 + y2 (1 + t2)]
2 − t2 − y2(1 + t2)

2(1 + t2)
. (17)

Cоответственно, при t ≪ 1 и y ≫ t, с учетом (17),

получим (Imw)
2
/|Qmn|2 ≈ t2

32y6(1+t2)exp (−2λy) , а (9)

принимает вид

Imn ≈ 1

8

p
∫

0

dt

(1 + t2)

∞
∫

p

dy
e−2λy

y2
(

1 + β2t2/y2
)

, (18)

где p ≈ 1. Вычисление интеграла (18) дает
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Imn =
arctgp

8p

[

2pλEi (−2pλ) + e−2pλ
]

+

+
β2

24

(p− arctgp)

p3
[4p3λ3Ei (−2pλ) +

+
(

1− pλ+ 2p2λ2
)

e−2pλ], (19)

где Ei (−x) – интегральная показательная функция

[29], причем наличие малого параметра β2 во вто-

ром слагаемом (19) делает его пренебрежимо малым

по сравнению с первым. Формула (19) (без второго

слагаемого) обеспечивает общую точность вычисле-

ния интеграла (9) в пределах 1–10 %, если параметр

p изменяется от 0.4 до 0.1 при изменении a от 10 до

200 нм. При этом p(a) хорошо аппроксимируется за-

висимостью p (a)= 0.4exp
(

−0.1a0.5−0.001a0.874
)

.

В другом предельном случае, когда y ≪ t ≪ 1,

из (13) и (17) следует (Imw)
2
/|Qmn|2≈(1+y2)/16y2.

При подстановке этого выражения в (9) результат

также не зависит от α, как и в предыдущем случае,

но соответствующий вклад пренебрежимо мал из-за

малости верхних пределов интегрирования. В про-

чих областях интегрирования по t, y интеграл Imn

оказывается пропорциональным α или более высо-

им степеням α, поэтому соответствующими вклада-

ми при α ≪ 1 можно пренебречь. Малы и остальные

интегральные слагаемые в скобках (15). В частно-

сти, величина Ien обрезается из-за большой (по мо-

дулю) величины диэлектрической проницаемости ε

(ǫ в (10)), а радиационные вклады Imr и Ier – вслед-

ствие появляющейся дополнительной зависимости от

β2. Заметим, что сближение (по модулю) вкладов по-

следних трех слагаемых (8) с величиной Imn проис-

ходит только на расстояниях a > 10мкм.

В качестве численного примера был рассмотрен

случай пластин золота с диэлектрической проница-

емостью (5) и частотой релаксации (7). Параметр ν0
в (7) варьировался таким образом, что соотношение

ν0 = νBG(T0) выполнялось для температур T0 в пре-

делах от 0.1 до 3 K, а параметр α находился из соот-

ношения α (T ) = (ν0 + νBG(T )) /T. Соответственно,

остаточное сопротивление металла в этом случае бы-

ло бы равно ρ0 = 4πν0/ω
2
p. На рисунке 2 показана за-

висимость η (a) от расстояния при T = T0= 1 K (чер-

ная линия). Линии 1–3 соответствуют аппроксима-

циям 0.41a−0.25, 1.37a−0.75 и 5a−1. Можно отметить

значительно более медленное убывание силы трения

с расстоянием по сравнению с притягивающей силой

Казимира–Лифшица (Fz∼a−q при q = 4÷ 3). На ри-

сунке 3 показаны температурные зависимости η (T )

для a = 10 нм. Кривые η (T ) (в порядке следования

“сверху-вниз”) соответствуют параметрам T0 = 0.1,

0.2, 0.5, 1.0, 3 K. Образование плато при T → T0 обу-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Коэффициент трения (чер-
ная кривая) пластин золота как функция ширины ще-
ли (T = T0 = 1K). Линии 1–3 соответствуют аналити-
ческим аппроксимациям 5a−1, 1.37a−0.75 , 0.41a−0.25

словлено конечными значениями ν0 в (7). Чем мень-

ше ν0, тем выше высота плато, связанная с остаточ-

ным сопротивлением зависимостью ρ0
−4/5. При тем-

пературах T > 100K, как видно из рис. 3, появляется

еще одно плато, но в этом случае трение Ван-дер-

Ваальса уменьшается на 6–10 порядков величины (в

зависимости от ν0).

Учитывая результаты расчета, можно сделать

вывод о том, что при уменьшении температуры от

100 до 1 K сила трения Ван-дер-Ваальса для пластин

золота с малым числом дефектов и остаточным со-

противлением ρ0 может возрастать на 6–8 порядков.

Величина максимума силы трения пропорциональна

ρ
−4/5
0 . Для сверпроводящих металлов рост силы тре-

ния будет происходить при снижении температуры

до величины критической температуры перехода, по-

сле чего трение исчезнет. Заметим, что в [17, 18] этот

вывод не был сделан, хотя увеличение трения при

низких температурах также отмечалось.

Неожиданный, на первый взгляд, рост трения

при T < 100K (69 K для золота), имеет достаточ-

но простое физическое обоснование. В соответствии с

планковским распределением, плотность флуктуаци-

онных мод максимальна на низких частотах ω < T/~.

Но при нормальных условиях и достаточно высо-

ком сопротивлении металла выполняется соотноше-

ние ν > T/~ (α > 1), а характерной частотой по-

глощения является виновская частота T/~. Соответ-

ственно, трение уменьшается при уменьшении тем-

пературы. С уменьшением температуры T частота

релаксации убывает быстрее, чем виновская часто-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Коэффициент трения пластин золота как функция температуры при a = 10 нм. Кривые в
порядке следования сверху-вниз соответствуют значениям T0 = 0.1, 0.2, 0.5, 1.0, 3 K

та, соотношение между ними изменяется (α < 1), и

характерная частота поглощения смещается в сторо-

ну низких частот с высокой плотностью электромаг-

нитных мод. Одновременно с этим возрастает глуби-

на проникновения S-мод. И хотя длина свободного

пробега электронов растет, а сопротивление посто-

янному току уменьшается, все большее число элек-

тронов испытывает малоугловое рассеяние под дей-

ствием многочисленных мелкомасштабных локаль-

ных флуктуаций электромагнитного поля и плотно-

сти заряда. В итоге джоулева диссипация и трение

растут до наступления порога насыщения, обуслов-

ленного остаточным сопротивлением. В целом эти

процессы контролируются параметром α. В рамках

данной схемы легко объясняется и резкое падение си-

лы трения в пределе T → 0, ν → 0: поле S–волны пе-

реходит в постоянное магнитное поле, свободно про-

никающее в образец, и диссипация энергии электро-

нов исчезает.

Заметим, что экспериментальные исследования

диссипативных сил Ван-дер-Ваальса до сих пор от-

сутствуют. Так, измеренный в [30] коэффициент тре-

ния при колебаниях покрытой золотом сферы вблизи

поверхности золота оказалcя равным 2.5 · 10−14 кг/с

(при T = 77K и a = 10 нм) с зависимостью η(a) ∝
∝ a−1.3±0.2 от расстояния a и убывающей зависимо-

стью η (T ) при уменьшении T (в 6 раз при изменении

T от 295 до 77 К). Однако механизм диссипации ко-

лебаний зонда не был установлен, а измерения при

температурах ниже 4.2 K не проводились. Эти ре-

зультаты не согласуются с теоретическими оценка-

ми настоящей работы (при сопоставимой величине

коэффициента η). Так, при T = T0 = 3K, a =

= 100 нм, радиусе зондирующей сферы R = 50мкм и

эффективной площади контакта πRa получим оцен-

ку η = 10−14 кг/с. При этом, в силу более медлен-

ного убывания силы трения с расстоянием, эффек-

тивная площадь контакта и величина η могут быть

увеличены за счет увеличения a (в два-три раза при

a < 0.5мкм). Одновременно с этим будет уменьшать-

ся влияние шероховатости поверхности, а требования

к точности позиционирования станут менее жестки-

ми.

Заключение. В заключение сформулируем ос-

новные выводы. (1) Для пластин нормальных метал-

лов с малым числом дефектов и малым остаточным

сопротивлением ρ0 при уменьшении температуры от

100 до 1 K сила трения Ван-дер-Ваальса может воз-

растать на 6–8 порядков величины. Максимальное

значение коэффициента трения η лимитируется ве-

личиной ρ0, причем η ∝ ρ
−4/5
0 . Механизм возраста-

ния силы трения обусловлен значительным увеличе-

нием плотности мод и объема проникновения неод-

нородных низкочастотных мод S-поляризации в со-

четании с джоулевыми потерями электронов прово-

димости; (2) коэффициент трения медленно умень-

шается с расстоянием: η(a) ∝ a−q (q = 0.25 ÷ 1 при

a < 3мкм); (3) абсолютные значения силы трения

достижимы в современных экспериментах с приме-

нением атомно-силовых микроскопов.
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