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Репличным обменным алгоритмом метода Монте-Карло проведено исследование фазовых переходов
и магнитных свойств двумерной модели Поттса с числом состояний спина q = 4 на гексагональной ре-
шетке в слабых магнитных полях. Исследования проведены для интервала величины магнитного поля
0.0 ≤ H ≤ 3.5 с шагом 0.5. Получены магнитные структуры основного состояния для данного интервала
H . Установлено, что в рассмотренном интервале значений поля наблюдается фазовый переход первого
рода, кроме значения H = 1.5, где обнаружен фазовый переход второго рода. Обнаружено, что в данной
модели внешнее магнитное поле может привести к смене рода фазового перехода.
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1. Введение. В настоящее время в физике кон-

денсированного состояния активно проводятся ис-

следования фазовых переходов (ФП), критических,

магнитных и термодинамических свойств спиновых

систем с учетом различных возмущающих факто-

ров. На сегодняшний день вопрос о влиянии возму-

щений различной природы, таких как внешнее маг-

нитное поле, взаимодействие вторых ближайших со-

седей, немагнитные примеси, тепловые и квантовые

флуктуации и другие имеет принципиальное значе-

ние. Включение этих возмущающих факторов мо-

жет привести к большому разнообразию фаз и ФП

в магнитных спиновых системах [1–7]. Исследование

влияния внешних факторов на спиновые системы с

фрустрациями имеет особый интерес. Это связано

с тем, что фрустрированные спиновые системы об-

ладают свойствами, отличными от соответствующих

нефрустрированных систем. Внесение внешних воз-

мущений в такие системы может привести к совер-

шенно новому физическому поведению. Причина та-

кого поведения заключается в высокой чувствитель-

ности фрустрированных систем к внешним возмуща-

ющим факторам. В связи с этим, в данном иссле-

довании нами изучается влияние слабых магнитных

полей на характер ФП и магнитные свойства спи-

новых систем с фрустрациями. При решении тако-

го рода задач успешно используют различные реше-
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точные модели, такие как модель Изинга, Поттса,

Гейзенберга и другие.

К настоящему моменту времени влияние внешних

возмущающих факторов, в том числе и магнитного

поля в модели Изинга и Гейзенберга, достаточно хо-

рошо изучено как для квантовых, так и для клас-

сических систем [8–13]. Совсем иначе обстоит дело с

моделью Поттса. Модель Поттса является малоизу-

ченной и представляет значительный интерес. Инте-

рес к этой модели обусловлен тем, что модель Поттса

служит основой теоретического описания широкого

круга физических свойств и явлений в физике кон-

денсированных сред. К их числу относятся сложные

анизотропные ферромагнетики кубической структу-

ры, спиновые стекла, многокомпонентные сплавы и

жидкие смеси. На основе модели Поттса с различ-

ным числом состояний спина могут быть описаны

структурные ФП во многих материалах [13]. Работ,

посвященных изучению влияния внешнего магнитно-

го поля, как возмущающего фактора, на ФП и маг-

нитные свойства модели Поттса практически нет, и

этот вопрос все еще остается открытым и малоизу-

ченным.

В связи с этим, в данной работе нами предпри-

нята попытка на основе метода Монте-Карло (МК)

изучить влияние слабых магнитных полей на ФП и

магнитные свойства двумерной модели Поттса с чис-

лом состояний спина q = 4 на гексагональной решет-

ке с учетом обменных взаимодействий первых и вто-

рых ближайших соседей. Данная модель интересна
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еще и тем, что значение q = 4 является граничным

значением интервала 2 ≤ q ≤ 4, где наблюдается ФП

второго рода и области значений q > 4, в котором на-

блюдается ФП первого рода [14]. Исследования про-

водятся на основе современных методов и идей, что

позволит получить ответ на ряд вопросов, связанных

с характером и природой ФП фрустрированных спи-

новых систем.

2. Модель и метод исследования. Гамильто-

ниан модели Поттса с учетом взаимодействия пер-

вых и вторых ближайших соседей, а также внешнего

магнитного поля имеет следующий вид:

H = −J1
∑

〈i,j〉,i6=j

SiSj − J2
∑

〈i,k〉,i6=k

SiSj −H
∑

〈i〉

Si =

= −J1
∑

〈i,j〉,i6=j

cos θi,j − J2
∑

〈i,k〉,i6=k

cos θi,k −H
∑

〈i〉

Si,

(1)

где J1 и J2 – параметры обменных ферро- (J1 > 0)

и антиферромагнитного (J2 < 0) взаимодействия со-

ответственно для первых и вторых ближайших со-

седей, θi,j , θi,k – углы между взаимодействующими

спинами Si − Sj и Si − Sk, H – величина магнитного

поля (H приводится в единицах J1). В данном иссле-

довании рассматривается случай, когда |J1| = |J2| =
= 1. Величина внешнего магнитного поля менялась

в интервале 0.0 ≤ H ≤ 3.5 с шагом 0.5. Магнитное

поле направлено вдоль одного из направлений спина.

Схематическое описание данной модели пред-

ставлено на рис. 1. Как видно на рисунке, у каж-

дого спина есть три ближайших (сплошные жир-

ные линии красного цвета) и шесть следующих бли-

жайших (пунктирные линии синего цвета) соседа.

Спины, обозначенные кружками одного и того же

цвета, имеют одинаковое направление. На вставке

к рисунку для каждого из четырех возможных на-

правлений спина приведено соответствующее цвето-

вое представление.

Направления спинов заданы таким образом, что

выполняется равенство:

θi,j =

{

0, если Si = Sj

109.47◦, если Si 6= Sj

⇒ cos θi,j =

=

{

1, если Si = Sj

−1/3, если Si 6= Sj .
(2)

Согласно уравнению (2) для двух спинов Si и Sj

энергия парного обменного взаимодействия Ei,j =

= −J1, если Si = Sj . В случае, когда Si 6= Sj , энергия

Ei,j = J1/3. Таким образом, энергия парного взаимо-

действия спинов равна одной величине при их оди-

наковом направлении, и принимает другое значение

Рис. 1. (Цветной онлайн) Модель Поттса с числом со-
стояний спина q = 4 на гексагональной решетке. Круж-
ками одного и того же цвета обозначены спины, имею-
щие одинаковое направление. На вставке для каждого
из четырех возможных направлений спина приведено
соответствующее цветовое представление

при не совпадении направлений спинов. Для модели

Поттса с q = 4 в трехмерном пространстве такое воз-

можно только при ориентации спинов, как показано

на рис. 1.

Спиновые системы с фрустрациями на основе

микроскопических гамильтонианов успешно изуча-

ются на основе метода МК [15–24]. В последнее вре-

мя разработано много новых вариантов алгоритмов

метода МК. Одним из наиболее эффективных для

исследования подобных систем является репличный

обменный алгоритм [25].

Репличный обменный алгоритм был использован

нами в следующем виде:

1. Одновременно моделируются N реплик

X1, X2, . . . XN с температурами T1, T2, . . . TN .

2. После выполнения одного МК-шага/спин для

всех реплик производится обмен данными между па-

рой соседних реплик Xi и Xi+1 в соответствии со схе-

мой Метрополиса с вероятностью

w(Xi → Xi+1) =

{

1, для ∆ ≤ 0,

exp(−∆), для ∆ > 0,

где ∆ = (Ui − Ui+1) · (1/Ti − 1/Ti+1), Ui и Ui+1 –

внутренние энергии реплик.

Главное преимущество этого алгоритма перед

другими репличными алгоритмами в том, что ве-

роятность обмена априори известна, тогда как для

других алгоритмов определение вероятности – про-

цедура достаточно длительная и отнимает много вре-
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мени. В репличном обменном алгоритме для каж-

дой реплики реализуется случайное блуждание по

“температурному интервалу”, которая в свою оче-

редь стимулирует случайное блуждание в поле по-

тенциальной энергии. Это облегчает решение про-

блемы “застревания” системы в многочисленных со-

стояниях с локальной минимальной энергией, кото-

рая характерна для спиновых систем с фрустраци-

ями. Для повышения эффективности этого метода

необходимо увеличение числа реплик, что требует

серьезного роста компьютерных мощностей. Совре-

менные компьютеры обладают достаточной мощно-

стью, что позволяет моделировать необходимое ко-

личество реплик и получать результаты с высокой

точностью.

Для анализа природы и характера ФП исполь-

зовался гистограммный метод анализа данных. Для

вывода системы в состояние термодинамического

равновесия отсекался участок длиной τ0 = 4 · 105
шагов МК на спин, что в несколько раз больше

длины неравновесного участка. Усреднение термо-

динамических параметров проводилось вдоль мар-

ковской цепи длиной до τ = 500τ0 шагов МК на

спин. Расчеты проводились для систем с периоди-

ческими граничными условиями и линейными раз-

мерами 2 × L × L × L = N , L = 12 ÷ 60, где L –

линейный размер решетки, N – количество спинов в

системе.

3. Результаты моделирования. На рисунке 2

представлены магнитные структуры основного со-

стояния при разных значениях магнитного поля. На

этом рисунке спины, имеющие одинаковое направ-

ление, обозначены кружками одного и того же цве-

та. Магнитное поле направлено вдоль спина, обо-

значенного черным цветом. На рисунке видно, что

при отсутствии внешнего магнитного поля (H = 0.0)

в данной модели в основном состоянии реализуется

димерная структура. Наблюдается магнитное состо-

яние, при котором спины попарно упорядочивают-

ся. Более подробно магнитные структуры, получен-

ные для данной модели без поля описаны в работах

[26, 27]. При значении поля H = 1.0 в данной мо-

дели сохраняется димерное упорядочение. Для поля

H = 2.0 наблюдается увеличение числа кружков чер-

ного цвета. Это связано с увеличением числа спинов,

ориентированных вдоль внешнего поля. При этом на

рисунке появляются области с частичным упорядо-

чением спинов. При значении поля H = 3.0 в систе-

ме наблюдается страйповое упорядочение. Это сви-

детельствует о том, что внесение внешнего магнит-

ного поля приводит к изменению типа магнитного

упорядочения.

Параметр порядка системы m вычислялся по

формуле:

m =
1

N

(

4Nmax −N1 −N2 −N3 −N4)

3

)

, (3)

где N1, N2, N3, N4 – число спинов, соответствующих

одному из 4 направлений спина соответственно.

На рисунке 3 представлены графики зависимости

параметра порядка m от температуры для разных

значений магнитного поля. При отсутствии внешне-

го магнитного поля, в системе отсутствует порядок,

и значение параметра порядка близко к нулю. При

включении поля в системе наблюдается частичное

упорядочение и параметр порядка в низкотемпера-

турной области имеет отличные от нуля значения.

Это объясняется тем, что магнитное поле выстра-

ивает спины вдоль своего направления и в системе

возникает частичный порядок.

На рисунке 4 приведен график зависимости па-

раметра порядка от магнитного поля в низкотемпе-

ратурной области. На рисунке мы наблюдаем плато

параметра порядка. При включении внешнего маг-

нитного поля только одно состояние спина (черный

цвет) совпадает с направлением поля, а остальные

три состояния спина направлены так, как изображе-

ны на рис. 1. При увеличении магнитного поля до

значения H = 1.5, еще одно состояние спина направ-

ляется вдоль внешнего поля. Это приводит к возник-

новению первого плато на графике. При значении

поля H = 2.5, вдоль внешнего поля выстраивается

следующее состояние спина. С этим связано возник-

новение второго плато на графике.

Для изучения рода ФП нами использовался ги-

стограммный метод анализа данных метода МК

[28, 29]. Этот метод позволяет надежно определить

род ФП. Методика определения рода ФП этим мето-

дом подробно описана в работе [30].

Результаты, полученные на основе гистограммно-

го анализа данных, показывают, что в данной модели

для значений поля в диапазоне 0.0 ≤ H ≤ 3.5, кро-

ме значения поля H = 1.5, наблюдается ФП перво-

го рода. Это продемонстрировано на рис. 5. На этом

рисунке представлены гистограммы распределения

энергии для системы с линейными размерами L = 60

для значений H = 1.0, 1.5 и 2.0. Графики построе-

ны при различных температурах, близких к крити-

ческой температуре. На рисунке видно, что в зави-

симости вероятности P (E) от энергии E для значе-

ний поля H = 1.0 и 2.0 наблюдаются два хорошо

выраженных максимума, которые свидетельствуют

о ФП первого рода. Наличие двойного пика на ги-

стограммах распределения энергии является доста-

Письма в ЖЭТФ том 114 вып. 11 – 12 2021



Фазовые переходы и магнитные свойства модели Поттса с числом состояний спина q = 4. . . 765

Рис. 2. (Цветной онлайн) Магнитные структуры основного состояния. Кружками одного и того же цвета обозначены
спины, имеющие одинаковое направление

точным условием для ФП первого рода. Двойные пи-

ки на гистограммах распределения для исследуемой

модели наблюдаются для значений поля в интерва-

ле 0.0 ≤ H ≤ 3.5, кроме значения поля H = 1.5.

Это позволяет нам утверждать о том, что в рассмот-

ренном интервале значений поля наблюдаются ФП

первого рода. Для значения поля H = 1.5, наблюда-

ется один максимум. Наличие одного максимума на

гистограмме распределения энергии свидетельству-

ет в пользу ФП второго рода. Можно предположить,

что смена типа ФП связана с изменением магнитной

структуры основного состояния под влиянием внеш-

него магнитного поля.

4. Заключение. Исследование влияния слабых

магнитных полей на фазовые переходы, магнитные

структуры основного состояния и магнитные свой-

ства двумерной модели Поттса с числом состояний

спина q = 4 на гексагональной решетке с взаимо-
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Рис. 3. Температурные зависимости параметра порядка

Рис. 4. Фазовая диаграмма зависимости параметра по-
рядка от магнитного поля. Магнитное поле H приво-
дится в единицах J1

действиями вторых ближайших соседей выполнено

с использованием репличного обменного алгоритма

метода Монте-Карло. На основе гистограммного ме-

тода проведен анализ характера фазовых переходов.

Получены магнитные структуры основного состоя-

ния в широком интервале значений поля. Построена

фазовая диаграмма зависимости параметра поряд-

ка от величины магнитного поля. Показано, что в

интервале значений 0.0 ≤ H ≤ 3.5, кроме значения

H = 1.5 наблюдается фазовый переход первого ро-

да. Для поля H = 1.5 наблюдается фазовый переход

второго рода.

Исследование выполнено при финансовой под-

держке Российского фонда фундаментальных иссле-

дований в рамках научного проекта # 19-02-00153-а.

Рис. 5. Гистограммы распределения энергии: (a) – H =

1.0, (b) – H = 1.5, (c) – H = 2.0. Энергия E приведена
в единицах J1
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