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Нелинейные среды, у которых диэлектрическая проницаемость ε может быть уменьшена до ква-
зинулевых значений, позволяют дополнительно усилить нелинейно-оптический отклик. Принято счи-
тать, что кубическая нелинейность испытывает усиление на некоторой длине волны λENZ при условии:
Re[ε(λENZ)] = 0. В настоящей работе показано, что усиление нелинейного показателя преломления n2 в
общем случае происходит на другой длине волны λ′. Данный аномальный сдвиг проявляется тогда, ко-
гда длина волны λENZ у материала находится вблизи резонанса нелинейной восприимчивости. Получено
аналитическое условие для усиления невырожденного оптического эффекта Керра.
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Нелинейно-оптические эффекты нашли широкое

практическое применение в фотонике, например, в

таких областях, как телекоммуникации и оптическая

обработка информации [1, 2], химическая диагности-

ка и визуализация [3, 4], квантовые информационные

технологии [5] и др. Однако для наблюдения опти-

ческих нелинейностей требуется высокоинтенсивное

лазерное возбуждение и/или большой объем взаимо-

действия. Постоянно ведутся поиски физических ме-

ханизмов, позволяющих увеличить эффективность

нелинейных взаимодействий. Это позволит умень-

шить размеры нелинейных фотонных устройств и

снизить их энергопотребление.

Один из хорошо зарекомендовавших себя подхо-

дов к усилению нелинейности основан на исполь-

зовании структурированных сред [6, 7], таких как

микрорезонаторы [8], нановолноводы [9], плазмон-

ные структуры [10, 11] и диэлектрические антен-

ны [12]. В последние годы широкий интерес при-

влек класс материалов, у которых значения опти-

ческих параметров (диэлектрическая и/или магнит-

ная проницаемость) близки к нулю. Такой интерес

связан с обнаружением ряда уникальных электро-

магнитных явлений, например, фотонное туннели-

рование, усиление направленности излучения, уве-
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личение длины волны света по сравнению с длиной

волны в вакууме и др. [13–15]. Материалы с близ-

кой к нулю диэлектрической проницаемостью (англ.

epsilon-near-zero (ENZ)) открывают новые возмож-

ности увеличения эффективности нелинейных вза-

имодействий [16]. Оптические нелинейности усили-

ваются за счет увеличения нормальной компоненты

электрического поля на границе ENZ среды и умень-

шения групповой скорости [16]. ENZ материалы бы-

ли успешно использованы для реализации высоко-

эффективных нелинейных преобразований, включая

генерацию гармоник [17, 18, 19], сдвиг частоты [20],

сверхбыстрое оптическое переключение [21, 22], вы-

нужденное комбинационное рассеяние [23, 24] и др.

[25–27]. Данная работа посвящена оптическому эф-

фекту Керра, в котором показатель преломления n

зависит от интенсивности I падающего света: n =

= n0+n2I (n0 и n2 – линейный и нелинейный показа-

тель преломления соответственно). Более конкретно,

рассматривается невырожденное нелинейное взаимо-

действие высокоинтенсивного пучка накачки и ма-

лоинтенсивного зондирующего пучка. В работе [28]

была продемонстрирована беспрецедентно большая

модуляция показателя преломления вплоть до 400 %,

что было достигнуто благодаря использованию допи-

рованного алюминием оксида цинка Al : ZnO (AZO)

с ENZ свойствами. Как было показано в этой рабо-

те, наибольший нелинейный набег фазы достигается

тогда, когда длина волны зондирующего пучка на-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимость действительной части диэлектрической проницаемости εr (сплошная синяя
кривая) и εopt

r (пунктирная синяя кривая) в зависимости от длины волны, построенная для (a) – AZO и (b) – TiN.
Экспериментально измеренные значения диэлектрической проницаемости AZO и TiN взяты из работы [29]. Красная
штрихпунктирная линия показывает вид зависимости n2r от длины волны зондирующего излучения, рассчитанный с
помощью уравнения (1) в приближении χ

(3)
r = χ

(3)
i = const. С помощью вертикальных линий отмечены длина волны

λENZ и максимум n2r

страивается на значение λENZ (λENZ – длина волны,

при которой действительная часть диэлектрической

проницаемости равна нулю). Таким образом, для на-

блюдения усиления нелинейности необходимо, чтобы

действительная часть диэлектрической проницаемо-

сти, Re[ε] = εr, удовлетворяла следующему условию:

εr = 0.

В настоящей работе показано, что данное условие

является частным случаем более общего критерия,

в котором учитывается спектральная дисперсия ди-

электрической проницаемости и нелинейной кубиче-

ской восприимчивости, а также величина оптических

потерь. Аналитически получено новое условие уси-

ления керровского отклика в ENZ средах, позволяю-

щее найти длину волны, при которой усиление мак-

симально. В частности показано, что оптимальная

длина волны λ′ в AZO может быть сдвинута относи-

тельно λENZ больше чем на 50 нм. Благодаря оптими-

зации длины волны зондирующего излучения дости-

гается двукратное увеличение керровского отклика

по сравнению со случаем возбуждения на длине вол-

ны λENZ. Значение действительной части диэлектри-

ческой проницаемости AZO при оптимальной длине

волны отлично от нуля и равно εr(λ
′) = 0.15. Анало-

гичные оценки были сделаны для TiN: ∆λ = 30 нм и

εr(λ
′) = −0.6.

Нелинейный показатель преломления является

комплексной величиной, n2 = n2r+ in2i, где действи-

тельная часть определяет нелинейный набег фазы,

мнимая часть – нелинейное поглощение. Для случая

невырожденного эффекта Керра n2r записывается

следующим образом [28]:

n2r =
3

2ε0n
pump
r

Re

[

χ(3)

n

]

=
3

2ε0n
pump
r

χ
(3)
r nr + χ

(3)
i ni

|n|2
,

(1)

где ε0 – диэлектрическая проницаемость вакуума, c –

скорость света, npump
2r – действительная часть линей-

ного показателя преломления на длине волны накач-

ки, χ
(3)
r и χ

(3)
i – действительная и мнимая часть нели-

нейной кубической восприимчивости на длине вол-

ны зондирующего пучка, nr и ni – действительная

и мнимая часть линейного показателя преломления

на длине волны зондирующего пучка. Обсуждение

свойств n2i в области длин волн вблизи λENZ при-

ведено в дополнительном материале. В работе [28]

был рассмотрен простейший случай χ
(3)
r = χ

(3)
i =

= const, т.е. спектральная дисперсия χ(3) считалась

пренебрежимо малой. В этом приближении зави-

симость n2r от частоты определяется множителем

(nr + ni)/|n|2. Для того, чтобы найти условие мак-

симального усиления, необходимо решить уравнение

d
(

(nr + ni)/|n|2
)

/dω = 0 относительно nr. Данное

уравнение имеет два корня:

n1,2
r = niD±, (2)

D± =

dnr

dω + dni

dω ±
√
2

√

(

dnr

dω

)2
+
(

dni

dω

)2

dni

dω − dnr

dω

. (3)

Преобразуя показатель преломления в диэлектри-

ческую проницаемость, можно получить следующее

выражение

εopt
r (λ) =

εi (λ)

2

(

D (λ)− 1

D (λ)

)

, (4)

где D равно либо D+, либо D−, так как справедли-

во следующее соотношение: D+ −D−1
+ = D− −D−1

− .

Таким образом, получаем условие на длину волны

λ′, при которой достигается максимальное усиление

в ENZ среде

εr (λ
′) = εopt

r (λ′; εr, εi) . (5)

Письма в ЖЭТФ том 114 вып. 11 – 12 2021



758 А. В. Харитонов, А. Р. Газизов, C. C. Харинцев

Длину волны λ′ можно найти как точку пересечения

диэлектрической функции εr(λ) материала и кри-

вой εopt
r (λ) (уравнение (4)). Для того, чтобы про-

иллюстрировать это, на рис. 1 построены зависимо-

сти εr (λ) и εopt
r (λ) для двух ENZ материалов: AZO

(рис. 1a) и TiN (рис. 1b). На том же рисунке постро-

ена зависимость величины (nr + ni)/|n|2 от длины

волны.

Как видно из рис. 1, n2r испытывает усиление, ко-

гда длина волны зондирующего пучка приближает-

ся к спектральному региону вблизи λENZ. В соответ-

ствии с уравнениями (4) и (5), n2r имеет максимум

при λ′. Важно подчеркнуть, что λ′ не совпадает с

λENZ для обоих материалов, AZO и TiN. В случае

AZO, λ′ сдвинута относительно λENZ в синюю об-

ласть на величину ∆λAZO = 10 нм. В случае TiN,

спектральный сдвиг более выражен: ∆λTiN = 40 нм.

Важно отметить, что данные оценки приведены для

случая χ
(3)
r = χ

(3)
i = const. Таким образом, для того,

чтобы достигнуть максимального усиления керров-

ского отклика, длина волны зондирующего излуче-

ния должна быть равна λ′, а не λENZ.

Уравнение (4) позволяет выявить границы приме-

нимости стандартного условия усиления εr = 0. Со-

гласно уравнению (4), значение εopt
r в точке λENZ рав-

но нулю только в следующих случаях: (1) εi(λENZ) =

= 0 и/или (2) D(λENZ) = ±1. Далее рассматрива-

ется только корень D = 1, так как согласно урав-

нению (2) в этом случае показатель преломления

всегда положительный (случай немагнитной среды).

D(λENZ) = 1, когда dnr/dω = −dni/dω при λENZ

(уравнение (3)). В свою очередь, это выражение вы-

полняется, когда dεi/dω ≪ dεr/dω (см. дополни-

тельный материал). Таким образом, в приближе-

нии χ
(3)
r = χ

(3)
i = const, условие усиления, εr =

= 0, справедливо только для материалов, у кото-

рых в точке λENZ спектральная дисперсия функ-

ции εi(λ) много меньше дисперсии функции εr(λ)

и/или пренебрежимо малые оптические потери при

λENZ. Примером таких сред являются проводящие

оксиды (AZO, GZO, ITO) [15, 29]; поэтому спек-

тральный сдвиг ∆λAZO мал по сравнению со случаем

TiN.

Предыдущий результат был получен в приближе-

нии χ
(3)
r = χ

(3)
i = const. В общем случае, n2r опреде-

ляется линейными (nr, ni) и нелинейными (χ
(3)
r , χ

(3)
i )

оптическими параметрами (уравнение (1)). В резуль-

тате, значение εopt
r будет зависеть не только от спек-

тральной дисперсии линейного показателя прелом-

ления n, но и от дисперсии χ(3). Ниже будет пока-

зано, как модифицируется условие усиления керров-

ской нелинейности в ENZ средах с большой диспер-

сией χ(3).

Для этой цели необходимо найти максимум

Re
[

χ(3)/n
]

. Далее для простоты будем считать,

что частотной зависимостью линейного показателя

преломления можно пренебречь. Это приближение

справедливо, например, для таких ENZ материалов,

как AZO, GZO, ITO [15, 30]. Решая уравнение

d
(

Re
[

χ(3)/n
])

/dω = 0, получаем

εopt
r (λ) =

εi
2

(

dχ
(3)
r /dω

dχ
(3)
i /dω

− dχ
(3)
i /dω

dχ
(3)
r /dω

)

. (6)

Уравнения (5) и (6) позволяют найти длину волны

λ′, при которой достигается максимальное усиление

n2r. Интересно, что даже в материалах с пренебре-

жимо малой дисперсией линейного показателя пре-

ломления, усиление n2r происходит при некотором

значении εr, которое в общем случае не равно ну-

лю. Стандартное условие εr = 0 справедливо только

в следующих случаях: (1) εi = 0 в точке λENZ (от-

сутствие оптических потерь) и/или (2) dχ
(3)
r /dω =

= dχ
(3)
i /dω в точке λENZ.

В простейшей двухуровневой модели зависимость

χ(3) от частоты имеет следующий вид [30]

χ(3) (ω) =
bNe4/ε0m

3

(ω2
0 − ω2 − 2iγω)

4 , (7)

где N – концентрация атомов, e и m – заряд и масса

электрона, b – параметр, характеризующий величи-

ну нелинейности, ω0 – резонансная частота электрон-

ного перехода, γ – константа затухания. Для того,

чтобы лучше понять, при каких условиях дисперсия

χ(3) играет важную роль, на рис. 2 построены зави-

симости χ(3) и εr от частоты зондирующего излуче-

ния для двух типов ENZ материалов: модель Друде

(рис. 2a) и модель Лоренца (рис. 2b).

Модель Друде описывает свойства материалов,

оптический отклик которых определяется свободны-

ми носителями заряда. Характерный вид действи-

тельной части функции ε(ω) показан на рис. 2a. Как

видно из этого графика, подобные материалы име-

ют одну частоту ωENZ. Значение ωENZ в различ-

ных материалах варьируется в широком спектраль-

ном диапазоне, включая ультрафиолетовый (напри-

мер, благородные металлы), видимый (TiN, ZrN,

TiON) и инфракрасный (AZO, GZO, ITO) диапа-

зоны [15, 31, 32]. Зависимость χ(3)(ω) демонстриру-

ет резонансное поведение вблизи частоты ω0 элек-

тронного перехода. Как показано на рис. 2a, ωENZ

материала может находиться как вблизи ω0 (синяя

Письма в ЖЭТФ том 114 вып. 11 – 12 2021



Усиление кубической нелинейности в средах с близкой к нулю проницаемостью . . . 759

Рис. 2. (Цветной онлайн) Вид зависимости действительной части диэлектрической проницаемости от частоты, постро-
енный для: (a) – модели Друде (красная и синяя кривая) и (b) – модели Лоренца (розовая кривая). В модели Друде
показаны два характерных случая с различными частотами нулевой диэлектрической проницаемости (отмечены вер-
тикальными линиями). Зеленые кривые на рисунках (a) и (b) показывают вид зависимости действительной (сплошная
линия) и мнимой (пунктирная линия) части χ(3) от частоты

кривая), так и вдали от ω0 (красная кривая). Вид-

но, что когда ωENZ находится вдали от ω0, χ
(3)
r и

χ
(3)
i имеют одинаковую дисперсию, т.е. dχ

(3)
r /dω =

= dχ
(3)
i /dω. Таким образом, учитывая уравнение (6),

находим, что стандартное условие εr = 0 усиления

нелинейности справедливо только для нерезонанс-

ных нелинейностей. В противоположном случае, ко-

гда ωENZ находится вблизи ω0, величина и знак про-

изводных dχ
(3)
r /dω и dχ

(3)
i /dω могут отличаться. Та-

ким образом, спектральная дисперсия χ(3) играет

важную роль, определяя нелинейный отклик ENZ

материалов.

Диэлектрическая проницаемость множества ENZ

материалов может быть описана с помощью модели

Лоренца для связанных электронов и колебательных

резонансов. Данный класс ENZ сред включает такие

материалы, как InP, GaAs, Si, SiC и др., которые из-

вестны как фононные материалы [15]. На рисунке 2b

показан характерный вид зависимости действитель-

ной части диэлектрической функции в модели Дру-

де. Подобные материалы могут иметь сразу две час-

тоты, при которых εr = 0, ωENZ1 и ωENZ2. Стоит

обратить внимание, что усиление на частоте ωENZ1

сильно ограничено, что связано с резонансным по-

глощением: εi(ω) имеет интенсивный пик при ω0 (не

показан на графике). Обе зависимости ε(ω) и χ(3)(ω)

имеют резонанс на частоте ω0, где ω0 является либо

резонансной частотой электронного перехода, либо

частотой фононного резонанса. Как следствие, ωENZ

всегда находится вблизи резонанса χ(3). Таким обра-

зом, зависимость χ(3) от частоты в материалах, опи-

сываемых моделью Лоренца, играет важную роль и

должна учитываться для достижения максимально-

го нелинейного отклика.

Важно подчеркнуть, что данные о нелинейно-

оптических параметрах большинства ENZ материа-

лов в литературе немногочисленны. Фактически, су-

ществует всего несколько работ, в которых и диэлек-

трическая проницаемость, и нелинейная восприим-

чивость измерены в широком спектральном диапа-

зоне, включая область вблизи λENZ [26, 28, 33, 34].

Экспериментальные значения χ(3) сильно зависят

от выбранной процедуры измерения, которая может

быть чувствительна к разным вкладам в нелинейный

отклик [35, 36]. Как следует из уравнения (1), зави-

симость n2r от длины волны определяется множите-

лем
(

χ
(3)
r nr + χ

(3)
i ni

)

/|n|2. На рисунке 3 показана за-

висимость этой величины от длины волны зондиру-

ющего пучка, рассчитанная, используя эксперимен-

тальные значения χ(3) и n для AZO (рис. 3a) и TiN

(рис. 3b). Экспериментальные данные были взяты

из работ [26, 33]. Спектральная дисперсия нелиней-

ной восприимчивости приводит к значительному из-

менению оптического отклика ENZ материала. Как

видно на рис. 3a, максимум n2r сдвинут в синюю об-

ласть относительно λENZ примерно на 60 нм, тогда

как в приближении χ
(3)
r = χ

(3)
i = const сдвиг равен

примерно 10 нм (рис. 1a). Стоит отметить, что в ра-

боте [28] такой большой сдвиг не наблюдался. Это

связано с малой дисперсией χ(3) в синтезированной

пленке AZO. Важно, что диэлектрическая проница-

емость и нелинейная восприимчивость проводящих

оксидов (AZO, GZO, ITO) и нитридов переходных

металлов (TiN, ZrN, HfN, . . . ) зависят от таких па-

раметров, как степень допирования, стехиометрия,

кристалличность, и др. [30, 37]. Таким образом, важ-

но определять значения εopt
r и λ′ для каждого кон-

кретного материала.
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость n2r от длины волны зондирующего излучения, рассчитанная используя экс-
периментальные данные χ(3) и n для: (a) – AZO и (b) – TiN. Вертикальными линиями отмечены λENZ и максимум
n2r

Интересно, что в работах [38, 39] эксперименталь-

но был обнаружен схожий эффект, когда наиболее

эффективная нелинейная генерация в ENZ матери-

але происходит при длине волны возбуждения, сме-

щенной относительно λENZ. Данный результат был

получен при изучении оптического выпрямления [38]

и генерации второй и третьей гармоники [39] в пленке

ITO. Авторы объясняют этот аномальный сдвиг из-

менением линейной диэлектрической проницаемости

ENZ среды под воздействием лазерного импульса. В

свою очередь, это связано с нелокальными эффекта-

ми и изменением эффективной массы горячих элек-

тронов [38, 39]. Данные механизмы могут вносить

дополнительный вклад в сдвиг оптимальной длины

волны в ENZ средах.

В случае TiN (рис. 3b) λ′ сдвинута относитель-

но λENZ примерно на 30 нм. Интересно, что λ′ для

TiN сдвинута в красную область. Это отличается от

случая AZO, где λ′ смещена в синюю область. Это

можно объяснить свойствами функции χ(3)(ω), ко-

торая определяет знак εopt
r (уравнение (6)). Для TiN

εopt
r < 0 в спектральной области вблизи λENZ. Прини-

мая во внимание, что εr уменьшается с ростом длины

волны, λ′ сдвинута в длинноволновую область. Ис-

пользуя график диэлектрической функции рассмат-

риваемых материалов [26, 33], находим: εopt
r ≈ 0.15

для AZO и εopt
r ≈ −0.6 для TiN. Для того, чтобы

оценить преимущество, которое может быть достиг-

нуто, если длина волны зондирующего пучка равна

λ′, а не λENZ, можно вычислить значение следующе-

го отношения n2r(λ
′)/n2r(λENZ). Эта величина равна

2 и 1.15 для AZO и TiN соответственно.

Таким образом, в работе показано, что условие

εr = 0 для усиления кубической нелинейности явля-

ется частным случаем более общего критерия. Ко-

гда длина волны λENZ находится вблизи резонанса

кубической восприимчивости, максимальный нели-

нейный отклик возникает на смещенной длине вол-

ны. Получено аналитическое условие, позволяющее

найти длину волны, при которой усиление невырож-

денного оптического эффекта Керра в ENZ средах

максимально. В частности, оптимальная длина вол-

ны зондирующего излучения для AZO сдвинута от-

носительно λENZ больше чем на 50 нм. Когда дли-

на волны подбирается таким образом, чтобы удовле-

творить обобщенному условию усиления, достигает-

ся двукратное увеличение нелинейного набега фазы

по сравнению со случаем возбуждения на λENZ. Это

исследование может быть распространено на другие

нелинейно-оптические эффекты, что станет предме-

том будущих исследований.
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