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Исследована возможность формирования локализованных метастабильных структур упругой де-

формации в неравновесном парамагнитном кристалле. В предположении, что время наблюдения про-

цесса значительно превышает характерные времена фазовой релаксации квантового перехода между

зеемановскими подуровнями, но короче времени энергетической релаксации, для относительной упру-

гой деформации получено новое интегро-дифференциальное уравнение параболического типа. Данное

уравнение содержит компенсирующие друг друга нелокальные усиление и нелинейность. Найдено ре-

шение выведенного уравнения в виде бегущей с постоянной скоростью униполярной локализованной

структуры. Полученное решение содержит непрерывный свободный параметр, в качестве которого вы-

брана временная длительность. При укорочении временной длительности амплитуда метастабильного

образования возрастает, а скорость распространения, близкая к линейной скорости звука, уменьшает-

ся. Показано, что после прохождения локализованного сгустка деформации среда не возвращается к

исходному состоянию.
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1. Введение. В настоящее время бурный подъем

испытывают исследования, связанные с диссипатив-

ными солитонами оптической природы [1–7]. Дисси-

пативные солитоны формируются в результате вза-

имной компенсации усиления сигнала и необрати-

мых потерь его энергии. Оптические диссипативные

солитоны могут найти приложения в информацион-

ных системах [2, 8], а также в системах механическо-

го воздействия на различные микро- и нанообъекты

[9, 10].

Одним из плодотворных путей развития нелиней-

ной физической акустики является поиск различных

оптико-акустических аналогий [11–15]. На этом пути,

особенно после создания лазеров, удалось выявить

немало акустических эффектов - аналогов соответ-

ствующих нелинейно-оптических явлений. В значи-

тельной степени это касается и солитонной тема-

тики. Обнаружения эффектов, связанных с опти-

ческими солитонами, как правило, сопровождались

успешными поисками аналогичных солитонов аку-

стической природы [12, 16]. Использование данного

подхода позволило предсказать и обнаружить фор-

мирование резонансного ультразвукового солитона

самоиндуцированной прозрачности в низкотемпера-
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турном кристалле, содержащем парамагнитные ио-

ны [17–19].

Одной из тенденций развития современной нели-

нейной оптики является поиск эффектов взаимодей-

ствия с веществом лазерных импульсов все более ко-

ротких длительностей [20]. К настоящему времени в

лабораторных условиях созданы лазерные импульсы

длительностью до одного периода электромагнитных

колебаний. В отечественной научной литературе за

такими объектами закрепился термин “предельно ко-

роткие импульсы” (ПКИ). В англоязычной литерату-

ре расхожим является термин “few-cycle pulses”. По-

нятно, что при теоретическом описании взаимодей-

ствия ПКИ с веществом перестает быть справедли-

вым стандартное для квазимонохроматических им-

пульсов приближение медленно меняющихся огиба-

ющих [21–25].

В самые последние годы все более настойчиво

пробивает себе дорогу оптика униполярных импуль-

сов [26, 27]. Такие сигналы содержат всего полови-

ну периода электромагнитных колебаний. Здесь вза-

имодействие с веществом приобретает новые, порой

экзотические, особенности [28].

В соответствии с программой поиска оптико-

акустических аналогий вышло немало теоретических

работ, посвященных нелинейному взаимодействию
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предельно коротких акустических импульсов (вклю-

чая униполярные упругие импульсы) с веществом

[29–35].

Естественным следствием развития оптики пре-

дельно коротких и униполярных импульсов явились

исследования возможностей формирования унипо-

лярных диссипативных солитонов оптической при-

роды [2, 36–38].

Диссипативные солитоны формируются в нели-

нейных средах, обладающих запасом энергии. Мож-

но сказать, что диссипативные солитоны являются

результатом баланса между притоком в сигнал дан-

ной запасенной энергии и ее необратимым оттоком.

Запасенной энергией обладают, в частности, сре-

ды с неравновесными населенностями стационарных

квантовых состояний. В таких средах могут фор-

мироваться униполярные локализованные импуль-

сы, распространяющиеся с постоянными скоростя-

ми [39–41]. Об устойчивости таких импульсов мож-

но рассуждать с некоторой долей условности, так

как неустойчивы сами неравновесные среды. По этой

причине здесь более уместно говорить не о диссипа-

тивных солитонах, а о метастабильных локализован-

ных структурах.

Если идти дальше по пути поиска оптико-

акустических аналогий, то следует поставить вопрос

о возможности формирования метастабильных уни-

полярных структур упругой деформации в твердых

телах. Говорить в этом случае об акустических или

ультразвуковых солитонах вряд ли уместно, так как

спектр таких сигналов очень широк. В зависимости

от временной длительности этот спектр способен

простираться от нулевой частоты до частот очень

далекого ультразвука (включая гигагерцовые и

даже субтерагерцовые частоты) [42].

Настоящая работа посвящена теоретическому ис-

следованию возможности формирования униполяр-

ных локализованных структур упругой деформации

в неравновесном парамагнитном кристалле.

2. Вывод основного уравнения. Следуя ра-

боте [43], будем считать, что импульс продольной

упругой деформации распространяется вдоль оси x,

параллельной одной из осей четвертого порядка ку-

бического кристалла. Вдоль другой оси z четверто-

го порядка приложено внешнее магнитное поле B,

вызывающее зеемановские расщепления квантовых

состояний примесных парамагнитных ионов с эф-

фективным спином S = 1. Известно, что ионы с

таким спином наиболее эффективно взаимодейству-

ют с колебаниями кристалла. Спин-фононное взаи-

модействие обусловлено механизмом ван-Флека [12].

В этом случае градиенты внутрикристаллического

электрического поля, создаваемые полем упругой де-

формации, вызывают квадрупольные электрические

переходы между зеемановскими подуровнями пара-

магнитных ионов.

Из-за снятия вырождения по проекции эффек-

тивного спина происходит зеемановское расщепле-

ние квантового состояния парамагнитного иона на

три подуровня с Sz = 0,±1. В принятой выше гео-

метрии распространения продольного упругого им-

пульса спин-фононные переходы вызываются меж-

ду подуровнями с Sz = ±1, разделенными часто-

той расщепления ωZ = 2gµBB/~, где µB – магне-

тон Бора, g – фактор Ланде, ~ – постоянная План-

ка. При этом средний подуровень с Sz = 0 остается

незадействованным. Таким образом, в данном слу-

чае динамика квантового состояния эффективного

спина аналогична динамике двухуровневого атома

во внешнем поле. Как следствие, соответствующие

уравнения для элементов матрицы плотности имеют

вид [43]

∂ρ−+

∂t
=

(
iωZ − 1

T2

)
ρ−+ − iΩw, (1)

∂w

∂t
= −iΩρ−+ − ρ∗−+

2
, (2)

где w = (ρ++−ρ−−)/2, ρ++ и ρ−− – вероятности насе-

ленностей спиновых подуровней с Sz = +1 и Sz = −1

соответственно, ρ−+ и T2 – соответственно недиаго-

нальный элемент матрицы плотности и время необ-

ратимой фазовой релаксации рассматриваемого пе-

рехода, акустическая частота Раби Ω определяется

выражением

Ω =
Gε

~
, (3)

ε – безразмерная относительная деформация, созда-

ваемая упругим импульсом, G – постоянная спин-

фононной связи, измеряемая в единицах энергии.

Как и в работе [43], здесь мы пренебрегли про-

дольной релаксацией, характеризуемой временем T1,

так как считаем, что время ∆t наблюдения исследу-

емого процесса удовлетворяет условию

T2, T
∗
2 ≪ ∆t≪ T1, (4)

где T ∗
2 – характерное время обратимой фазовой ре-

лаксации, обусловленной неоднородным уширением.

Для парамагнитных ионов Fe+ в кристалле MgO

при температурах жидкого гелия T2 ∼ 10−6 c, T ∗
2 ∼

∼ 10−8 c, T1 ∼ 10−3 с [17]. Поэтому условию (4)

удовлетворяет, например, время наблюдения ∆t ∼
∼ 10−4 с, за которое упругий импульс в твердом теле
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проходит расстояние l ∼ a∆t, где a – линейная ско-

рость звука в кристалле. Взяв a ≈ 5 · 105 см/с, будем

иметь l ∼ 50 см.

Для поля деформации упругого импульса спра-

ведливо волновое уравнение [43]

∂2Ω

∂t2
−a2 ∂

2Ω

∂x
=
G2n

2~ρ

∂2

∂x

∞∫

0

g(ωZ)(ρ−++ρ
∗
−+)dωZ . (5)

Здесь ρ – плотность кристалла, n – концентра-

ция в нем парамагнитных ионов, g(ωZ) – удовлетво-

ряющий условию нормировки контур неоднородного

уширения рассматриваемого квантового перехода:

g(ωZ) =
g(0)

1 + T ∗2
2 (ωZ − ω0)2

, (6)

ω0 – центральная резонансная частота перехода,

g(0) =
2T∗

2

π+2 arctg(ω0T∗
2 ) .

Если центральная частота значительно превос-

ходит неоднородную ширину соответствующей спек-

тральной линии (ω0T+
∗
2 ≫ 1), то g(0) = T ∗

2 /π. Одна-

ко в акустике парамагнитных кристаллов встреча-

ются ситуации, когда неоднородная ширина линии

сравнима с центральной частотой.

Исключим из базовой системы (1), (2), (4) мате-

риальные переменные. Решая уравнение (1), найдем

ρ−+ = −i
∞∫

0

Ω(x, t− τ)w(x, t− τ)e−(1/T2−iωZ )τdτ. (7)

Будем считать, что длительность упругого им-

пульса τp ≪ ∆t и при этом удовлетворяет условию

τp ≫ T2, T
∗
2 . (4a)

При приведенных выше параметрах для ионов

Fe2+ в кристалле MgO неравенству (4а) с хоро-

шей точностью можно удовлетворить, положив τp ∼
10−5 с.

Учитывая (4а), заметим, что экспонента в подын-

тегральном выражении (7) изменяется со временем

значительно быстрее, нежели множитель Ωw. В этом

случае справедливо разложение

Ω(x, t− τ)w(x, t − τ) =

= Ω(x, t)w(x, t) − τ
∂

∂t
(Ω(x, t)w(x, t)) + . . .

Ограничившись здесь выписанными членами раз-

ложения, отсюда и из (7) получим

ρ−+ = −i
[

T2
1− iωZT2

Ωw − T 2
2

(1− iωZT2)2
∂

∂t
(Ωw)

]
.

(8)

Благодаря левой части неравенства (4) измене-

ние разности населенностей зеемановских подуров-

ней относительно мало. Поэтому при подстановке (8)

в (2) ограничимся только первым слагаемым в квад-

ратных скобках (8). Тогда

∂w

∂t
= − T2Ω

2

1 + (ωZT2)2
w.

Полагая в правой части w ≈ w−∞, где w−∞ – на-

чальная разность населенностей (при t = −∞), най-

дем отсюда после интегрирования

w = w−∞



1− T2
1 + (ωZT2)2

t∫

−∞

Ω2dt′



 . (9)

Примем во втором слагаемом в квадратных скоб-

ках (8) w ≈ w−∞. Тогда после учета (9) в первом

слагаемом будем иметь

ρ−+ = −iw−∞

{
T2

1− iωZT2
× (10)

× Ω

[
1− T2

1 + (ωZT2)2

t∫

−∞

Ω2dt′
]
− T 2

2

(1− iωZT2)2
∂Ω

∂t

}
.

Подстановка (10) в (5) приводит к уравнению

∂2Ω

∂t2
− a20

∂2Ω

∂x2
= −q ∂

2

∂x2



Ω

t∫

−∞

Ω2dt′ + 2
∂Ω

∂t



 , (11)

где a20 = a2(1 + η),

η = w−∞
G2n

~ρa2
T 2
2

∞∫

0

ωZg(ωZ)dωZ

1 + (T2ωZ)2
,

q = w−∞
G2n

~ρ
T 3
2

∞∫

0

ωZg(ωZ)dωZ

[1 + (T2ωZ)2]2
.

В экспериментах по акустическому парамагнит-

ному резонансу обычно выполняются условия T2 ≫
≫ T ∗

2 , ω0T2 ≫ 1 [17]. Примем также, что ω0T
∗
2 ≫ 1.

В этом случае при учете (6) имеем η = w−∞
G2n

~ω0ρa2 ,

q = η
2πa

2ω0T2T
∗
2 .

Взяв для парамагнитных ионов Fe2+ в кубиче-

ском кристалле MgO G ∼ 10−14 эрг, n ∼ 1019 см−3,

ω0 ∼ 1011 с−1, ρ ≈ 5 г/см3, a ≈ 5 · 105 см/с [12, 17],

будем иметь η ∼ 10−4. Таким образом, поправка к

скорости звука, обусловленная спин-фононным вза-

имодействием оказывается весьма малой.

В правой части уравнения (11) содержатся отно-

сительно малые слагаемые из разложения (10). По-

этому мы можем использовать приближение однона-

правленного распространения вдоль оси x [44], запи-

сав
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∂2Ω

∂t2
− a20

∂2Ω

∂x2
=

(
∂

∂t
− a0

∂

∂x

)(
∂

∂t
+ a0

∂

∂x

)
Ω ≈

≈ 2
∂

∂t

(
∂Ω

∂t
+ a0

∂Ω

∂x

)
.

Пренебрегая в правой части (11) разницей между a0
и a, с хорошей точностью положим ∂2

∂x2 ≈ 1
a2

∂2

∂t2 .

Тогда, интегрируя (11) по t, получим

∂Ω

∂x
= −α ∂

∂τ


Ω

τ∫

−∞

Ω2dτ ′


− σ

∂2Ω

∂τ2
, (12)

где τ = t− x/a0,

α =
η

4πa
ω0T2T

∗
2 , σ = 2α. (13)

Если парамагнитные ионы находятся в состоя-

ниях с инверсной населенностью зеемановских под-

уровней (w−∞ > 0), то σ = 2α > 0. Тогда последнее

слагаемое в правой части (12) формально аналогич-

но отрицательной вязкости. В нашем случае можно

говорить, что оно описывает нелокальное усиление

импульса. Благодаря этому слагаемому на линейной

стадии пиковое усиление сопровождается временным

сжатием импульса. Передача энергии от парамаг-

нитных ионов к упругому импульсу сопровождается

уменьшением инверсии населенностей зеемановских

подуровней (см. (9)). Это, в свою очередь, приводит

к замедлению процесса усиления и его стабилизации,

что описывается первым слагаемым в правой части

уравнения (12). Взаимная конкуренция описанных

выше механизмов способна привести к формирова-

нию локализованной структуры упругой деформа-

ции, бегущей с постоянной скоростью. Перейдем к

процедуре нахождения этого решения.

3. Обобщенное уравнение Бюргерса и уни-
полярный диссипативный солитон. Умножим

уравнение (12) на 2Ω. Введя при этом безразмерную

динамическую переменную

θ = T2

τ∫

−∞

Ω2dτ ′, (14)

после простых математических преобразований и ин-

тегрирования по τ получим уравнение вида

∂θ

∂x
+ βθ

∂θ

∂τ
+ σ

∂2θ

∂τ2
=

=

τ∫

∞

[
2σT2

(
∂Ω

∂τ ′

)2

− β

(
∂θ

∂τ

)2
]
τ ′, (15)

где β = α/T2.

Если в (15) пренебречь правой частью, то данное

уравнение перейдет в хорошо известное уравнение

Бюргерса [45]. По этой причине назовем (15) обоб-

щенным уравнением Бюргерса.

Из (9) и (14) видно, что динамический параметр

θ определяет изменение разности населенностей зее-

мановских подуровней. Поэтому можно сказать, что

обобщенное уравнение Бюргерса (15) описывает ди-

намику разности населенностей.

Нетрудно видеть, что уравнение (15) имеет ре-

шение, схожее по структуре с решением уравнения

Бюргерса в виде бегущего фронта:

θ =
σT2
ατp

[
1 + tanh

(
t− x/v

τp

)]
, (16)

где скорость v связана с характерной длительностью

τp фронта соотношением

1

v
=

1

a0
+
σ

τp
. (17)

Из (14) и (16) следует, что

Ω = ± 1

τp

√
σ

α
sech

(
t− x/v

τp

)
. (18)

Данное выражение, наряду с (17), является реше-

нием уравнения (12) в виде локализованного унипо-

лярного импульса. Из (18) видно, что знак полярно-

сти импульса может быть как положительным (де-

формация растяжения), так и отрицательным (де-

формация сжатия).

Так как в нашем случае σ/α = 2 (см. (13)), то

из (18) и (3) для амплитуды упругой деформации

импульса имеем ε ∼ ~/Gτp. Взяв G ∼ 10−14 эрг,

τp ∼ 10−5 с, найдем εm ∼ 10−8. Для пиковой ин-

тенсивности при скорости звука a ≈ 5 · 105 см/с

и плотности кристалла ρ ≈ 5 г/см3 имеем оценку

I = 0.5ρa3ε2m ∼ 10−6 Вт/см2.

При описанных выше условиях из определения

скорости a0, а также из (13) и (17) для скорости рас-

пространения униполярного импульса получим

1

v
=

1

a

[
1 +

η

2

(
ω0T

∗
2

4π

T2
τp

− 1

)]
. (17a)

При принятых выше параметрах имеем ω0T
∗
2 ∼

∼ 103 и η ∼ 10−4. Положив, кроме того, T2/τp ∼
∼ 10−1, приходим к выводу, что скорость солитона

всего на десятые доли процента отличается от линей-

ной скорости звука в кристалле.
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Усредняя (9) по контуру неоднородного ушире-

ния (6), с учетом (13) и принятых выше приближе-

ний получим

〈w〉 =
∞∫

0

wg(ωZ)dωZ =

= w−∞

{
1− T ∗

2

4τp

[
1 + tanh

(
t− x/v

τp

)]}
. (19)

Таким образом, при условии (4а) изменение раз-

ности населенностей зеемановских подуровней, дей-

ствительно, мало, как это и предполагалось при вы-

воде уравнения (12). Отсюда приходим к выводу,

что распространение униполярного импульса упру-

гой деформации (17), (18) сопровождается селектив-

ным переходом парамагнитных ионов на основной

зеемановский подуровень. Таким образом, состояние

среды изменяется после прохождения по ней рас-

сматриваемого импульса, так как импульс необрати-

мо уносит энергию среды.

Диссипативные солитоны, в отличие от консер-

вативных, не обладают непрерывно изменяющимися

свободными параметрами. Говоря другими словами,

все параметры диссипативного солитона (например,

длительность, скорость, амплитуда) жестко опреде-

ляются коэффициентами уравнения, решением ко-

торого является данный диссипативный солитон. В

нашем же случае это правило не выполняется: со-

литоноподобное решение (17), (18) обладает непре-

рывным свободным параметром. В качестве такого

параметра здесь выступает временная длительность

импульса. В свою очередь, амплитуда и скорость им-

пульса непрерывно зависят от его длительности. Как

видно из (17) и (18), амплитуда импульса возрастает

с укорочением его длительности, а скорость умень-

шается.

Таким образом, униполярный импульс упругой

деформации (17), (18) обладает свойствами как дис-

сипативного (необратимое изменение состояния сре-

ды), так и консервативного (существование непре-

рывного свободного параметра) солитона. Так как

сама неравновесная среда на временах ∆t ≪ T1 после

создания инверсной населенности квантовых состо-

яний метастабильна, назовем локализованный им-

пульс (17), (18) метастабильной униполярной струк-

турой.

Формирование данной локализованной структу-

ры происходит за счет взаимной компенсации прито-

ка в него энергии из неравновесной среды и необра-

тимой потери энергии за счет процессов релаксации.

Заметим, что решение уравнения Бюргерса, со-

держащего вязкую диссипацию, в виде бегущего вол-

нового фронта также обладает непрерывным свобод-

ным параметром [45]. Так как решение (17), (18)

уравнения (12) тесно связано с решением (16), (17)

обобщенного уравнения Бюргерса (15), то наличие

здесь у диссипативного солитона непрерывного сво-

бодного параметра представляется вполне естествен-

ным.

4. Заключение. Проведенное в настоящей рабо-

те исследование выявляет принципиальную возмож-

ность формирования в неравновесном парамагнит-

ном кристалле метастабильного униполярного им-

пульса упругой деформации. Нелокальное линейное

усиление, описываемое вторым слагаемым в правой

части уравнения (12), ограничивается нелинейным

насыщением данного усиления (см. первое слагаемое

в правой части (12)). Локальное усиление, прису-

щее квазимонохроматическим сигналам и приводя-

щее на линейной стадии к экспоненциальному росту

их амплитуд, приводит к возможности формирова-

ния диссипативных солитонов в оптике [46] и в фи-

зической акустике [43]. У квазимонохроматических

диссипативных солитонов, как и следовало ожидать,

нет непрерывных свободных параметров. Поэтому

есть основания предполагать, что наличие у най-

денного здесь униполярного солитона непрерывно-

го свободного параметра обусловлено нелокальным

характером усиления и ограничивающих это усиле-

ние необратимых потерь. Действительно, временнaя

нелокальность приводит к сохранению памяти об

условиях на входе в неравновесную диссипативную

среду. Это, в свою очередь, и приводит к наличию

непрерывного свободного параметра у решения ти-

па локализованной метастабильной структуры (17),

(18) уравнения (12).

Результаты наших исследований по формирова-

нию униполярных диссипативных солитонов опти-

ческой (электромагнитной) природы в многоуровне-

вых средах с нелокальными усилением и потерями

мы планируем опубликовать отдельно.
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