
Письма в ЖЭТФ, том 114, вып. 1, с. 43 – 49 c© 2021 г. 10 июля

Модель для описания релаксации квантовомеханических систем

с близко лежащими уровнями энергий1)

И. В. Вовченко+∗2), В. Ю. Шишков+∗×, А. А. Зябловский+∗×, Е. С. Андрианов+∗×

+Московский физико-технический институт, 141700 Долгопрудный, Россия

∗Институт теоретической и прикладной электродинамики, 125412 Москва, Россия

×Всероссийский научно-исследовательский институт автоматики им. Н.Л.Духова, 127055 Москва, Россия

Поступила в редакцию 31 мая 2021 г.
После переработки 9 июня 2021 г.

Принята к публикации 9 июня 2021 г.

Существующие в настоящее время марковские модели релаксации квантовомеханических систем

применимы либо в приближении, когда разность между собственными частотами много больше ско-

ростей релаксации (глобальный подход), либо много меньше их (локальный подход). В данной работе

предлагается модель для описания релаксации в системах, где существуют собственные частоты, раз-

ность между которыми близка к скоростям релаксаций. Показано, что в таком случае в управляющем

уравнении на матрицу плотности появляются коэффициенты, которые в представлении взаимодействия

явно зависят от времени. На примере двух взаимодействующих осцилляторов получены уравнения на

числа заполнения мод системы. Показано, что в пределе малых по сравнению со скоростями релаксации

разностей собственных частот числа заполнения в разработанном подходе асимптотически совпадают с

числами заполнения в локальном подходе, а в случае больших разностей собственных частот – с числами

заполнения в глобальном подходе.
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1. Введение. В последнее время активно иссле-

дуются задачи о релаксации квантовых систем. По-

мимо фундаментального интереса, они также пред-

ставляют практический интерес в связи с развитием

технологий и возможностью манипулировать объек-

тами на микро- и наномасштабах. В качестве приме-

ра можно привести спектроскопию одиночных моле-

кул [1–4], спектроскопию на основе гигантского ком-

бинационного рассеяния (SERS) [3, 5–7], управление

квантовыми объектами, например, с помощью плаз-

монных пинцетов [8–10], и пр. В таких случаях неко-

торая выделенная система (атом, молекула и т.д.),

динамика которой представляет интерес, взаимодей-

ствует с окружением (или резервуаром), которое, хо-

тя и влияет на исследуемый объект, непосредствен-

ного интереса не представляет. Если учитывать сте-

пени свободы как исследуемого объекта, так и резер-

вуара, то вместе они образуют единую эрмитову си-

стему, и, в нерелятивистском приближении, ее дина-

мика может быть описана уравнением Шредингера.

Однако в общем случае такая единая эрмитова си-
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стема обладает большим числом степеней свободы,

поэтому исследование ее динамики не представляет-

ся возможным.

В некоторых практически важных случаях мож-

но исключить переменные резервуара в предполо-

жении, что состояние резервуара не меняется (при-

ближение Борна), и получить локальное по време-

ни уравнение (приближение Маркова) [11–13]. После

такого исключения можно получить уравнение с за-

висящими от времени осциллирующими слагаемыми

(управляющее уравнение Блоха–Редфилда [14]). Од-

нако, такое уравнение все еще остается достаточно

сложным и требует дальнейшего упрощения [15, 16].

Существуют два основных способа, которые поз-

воляют упростить полученное уравнение. Первый

способ применяется тогда, когда точно известны соб-

ственные состояния системы, и разность между соб-

ственными частотами системы много больше харак-

терных скоростей затухания. В таком случае завися-

щие от времени коэффициенты в управляющем урав-

нении являются быстро осциллирующими, и их мож-

но усреднить по времени (full secular approximation)

[11, 13, 17]. В результате получается управляющее

уравнение на матрицу плотности системы (управля-

ющее уравнение Горини–Косаковского–Сударшана–
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Линдблада) [18, 19]. Такой подход называют глобаль-

ным. Можно показать, что глобальный подход гаран-

тирует выполнение начал термодинамики [20–22].

В случае, когда разность между собственными

частотами сравнима или меньше скоростей затуха-

ния, точность решения, полученного в рамках гло-

бального подхода, может быть недостаточной [23,

24]. Например, это может иметь место при слабом

взаимодействии между подсистемами с одинаковыми

собственными частотами, когда расщепление уров-

ней пропорционально константе связи. В таком слу-

чае, глобальный подход не выявляет наблюдаемых

в эксперименте осцилляций заселенностей состояний

подсистем [25]. Помимо того, что глобальный подход

не описывает некоторые экспериментально наблюда-

емые эффекты, для его применения нужно знать соб-

ственные состояния системы [12, 17, 26]. В случае,

когда система состоит из большого количества вза-

имодействующих подсистем, например, атомов, мо-

лекул или кубитов, точное нахождение собственных

состояний затруднительно.

Второй способ упрощения исходного уравнения

называется локальным подходом и не требует точно-

го нахождения собственных состояний системы. Ло-

кальный подход является предпочтительным, когда

система состоит из большого числа подсистем. Cна-

чала рассматриваются невзаимодействующие подси-

стемы, собственные состояния которых известны, и

выводятся релаксационные операторы для каждой

подсистемы в отдельности. Затем предполагается,

что в случае взаимодействующих подсистем релакса-

ционные операторы остаются такими же, как и для

невзаимодействующих подсистем [22, 24]. При этом

релаксационные операторы не учитывают изменения

собственных значений энергии за счет взаимодей-

ствия между подсистемами. Из общих соображений

ясно, что такой подход может быть применим только

тогда, когда соответствующие константы связи меж-

ду подсистемами малы по сравнению со скоростями

релаксаций.

Таким образом, как локальный, так и глобальный

подходы неприменимы в том случае, когда константа

связи между подсистемами сравнима со скоростями

релаксации. Однако в последние время активно ис-

следуются именно такие системы, где константы свя-

зи сравнимы со скоростями релаксации, так как для

них находится большое количество приложений, на-

пример, в задачах фотоники [27], сенсорики [28, 29],

лазерной физики [30–32] и химии [33, 34]. Отдель-

ный интерес представляет особая точка в простран-

стве параметров (обычно констант связи и скоростей

релаксаций), в которой несколько собственных час-

тот и собственных состояний становятся одинаковы-

ми [35, 36]. Отметим, что локальный подход предска-

зывает существование особой точки, в которой рас-

щепление спектра происходит пороговым образом.

В свою очередь, в глобальном подходе особая точ-

ка полностью отсутствует. Однако, обе модели выхо-

дят за границы своей применимости именно вблизи

особой точки, поскольку вблизи особой точки скоро-

сти релаксации сравнимы с расщеплением уровней

[24, 26]. В этой связи интерес представляет постро-

ение модели, которая, во-первых, была бы примени-

ма вблизи особой точки, и, во-вторых, в предельном

случае большой константы связи воспроизводила бы

глобальный подход, а в пределе слабой константы

связи – локальный.

Настоящая статья посвящена построению модели

релаксации систем, в которых скорости релаксации

сравнимы с константой связи между подсистемами.

Показано, что в этом случае в управляющем урав-

нении на матрицу плотности появляются коэффици-

енты, которые в представлении взаимодействия явно

зависят от времени. На примере двух взаимодейству-

ющих осцилляторов получены управляющее уравне-

ние и уравнения на числа заполнения мод системы.

Показано, что в пределе малой по сравнению со ско-

ростью релаксации константы связи разработанная

модель асимптотически совпадает с локальным под-

ходом, а в случае большой константы связи – с гло-

бальным.

2. Управляющее уравнение в частично се-
кулярном приближении. Рассмотрим динамику

полной системы, состоящей из двух компонент: вы-

деленной системы S (далее просто система) и резер-

вуаров R. До тех пор, пока явно рассматриваются

степени свободы системы и резервуара, задача явля-

ется эрмитовой, и ее динамика описывается уравне-

нием фон Неймана [37] на матрицу плотности:

dρ̂(t)

dt
= i
[
ρ̂(t), ĤS + ĤSR + ĤR

]
. (1)

Здесь ĤS – гамильтониан системы, ĤR – гамильто-

ниан резервуаров, ĤSR = λŜR̂ – гамильтониан взаи-

модействия системы и резервуаров, где λ предпола-

гается малым параметром по сравнению с собствен-

ными частотами системы. Для исключения степеней

свободы резервуаров удобно перейти в представление

взаимодействия

ρ̂(t) = e−i(ĤS+ĤR)t ˆ̃ρ(t)ei(ĤS+ĤR)t. (2)

Тогда уравнение (1) примет вид

∂ ˆ̃ρ

∂t
= i[ ˆ̃ρ, ˆ̃HSR],

ˆ̃HSR = λ ˆ̃S ˆ̃R, (3)
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ˆ̃S(t) = eiĤStŜe−iĤSt, ˆ̃R(t) = eiĤRtR̂e−iĤRt. (4)

Применяя теорию возмущений по параметру λ и

формально интегрируя (1), в первом и втором поряд-

ке теории возмущений получаем (детали вычислений

см. в [12]):

ˆ̃ρ1(t0 +∆t) = i

t0+∆t∫

t0

dt1

[
ˆ̃ρ0(t0),

ˆ̃S(t1)
ˆ̃R(t1)

]
(5)

ˆ̃ρ2(t0 +∆t) = (6)

= −
t0+∆t∫

t0

dt1

t1∫

t0

dt2

[[
ˆ̃ρ0(t0),

ˆ̃S(t2)
ˆ̃R(t2)

]
, ˆ̃S(t1)

ˆ̃R(t1)
]
.

Далее будем предполагать (приближение

Борна), что резервуар находится в тепловом

равновесии во все моменты времени и его

матрица плотности имеет вид ρ̂R(t) = ρ̂thR =

= exp
(
−ĤR/T

)
/T rR

(
exp

(
−ĤR/T

))
, а матри-

ца плотности всей системы представима в виде

ρ̂(t) = ρ̂S(t)ρ̂
th
R (применимость такого приближения

обсуждается ниже). Тогда можно вычислить след по

переменным резервуара. В результате в выражениях

(5) и (6) появятся слагаемые типа TrR

(
ˆ̃ρthR

ˆ̃R(t1)
)
.

Для многих видов резевуаров TrR

(
ˆ̃ρthR R̂(t1)

)
= 0. К

таким резервуарам относится, например, резервуар

свободного электромагнитного поля, а также раз-

личные дефазирующие резервуары. В таком случае
ˆ̃ρ1(t) = 0.

Далее необходимо вычислить явную зависимость

Ŝ(t) от времени. Это заведомо можно сделать, если

известны собственные состояния |k〉 и собственные

частоты ωk гамильтониа ĤS . Тогда можно записать:

ˆ̃S(t) = eiĤStŜe−iĤSt =
∑

k,m

ei∆ωkmtŜkm, (7)

где Ŝkm = 〈k|Ŝ|m〉|k〉〈m|, и ∆ωkm = ωk − ωm. Выра-

жение (6) преобразуется в

∑

k′,m′,k,m

Ŝk′m′ ˆ̃ρ0(t0)Ŝkm×

(8)

×
t0+∆t∫

t0

dt1e
i(∆ωkm+∆ωk′m′ )t1

0∫

t0−t1

dτTR(τ)ei∆ωk′m′τ ,

где τ = t2 − t1, и TR(τ) = Tr(ˆ̃ρthR R̂(t2)R̂(t1)) – корре-

ляционная функция резервуара.

Чтобы приближение Борна было справедливым,

необходимо, чтобы интервал интегрирования, ∆t,

был много больше характерного времени установле-

ния равновесия в резервуаре γ−1
R . В противном слу-

чае выделение системы из резервуара необосновано.

В приближении Борна нижний предел интегрирова-

ния в последнем интеграле в (8) можно устремить к

бесконечности:

0∫

t0−t1

dτTR(τ)ei∆ωk′m′τ ≃
0∫

−∞

dτTR(τ)ei∆ωk′m′τ =

=

∞∫

0

dτTR(τ)e−i∆ωk′m′τ ≡ G+ (∆ωk′m′) , (9)

где G+ (ω) – одностороннее преобразование Фурье

корреляционной функции резервуара. Аналогично

определяется и G−(ω) (см. до материал).

С другой стороны, чтобы описывать динамику

затухания системы, необходимо, чтобы интервал ∆t

был меньше характерных времен затухания систе-

мы γ−1: ∆t ≪ γ−1. Таким образом, мы получаем

ограничение на интервал интегрирования ∆t: γ−1
R ≪

∆t ≪ γ−1. Далее будем предполагать, что условие

γ−1
R ≪ γ−1 выполняется, и возможно одновременно

применить приближение Борна и с хорошей точно-

стью описать релаксацию системы. Во многих ситу-

ациях такое соотношение действительно имеет ме-

сто. Так, величину γ−1
R можно оценить как ~/kT

[38], где T – температура резервуара. Для оптиче-

ского диапазона при комнатной температуре имеем

~/kT ∼ 10−14 с. В свою очедерь, характерные време-

на релаксаций лежат в диапазоне 10−9 − 10−13 с.

В приближении (9) первый интеграл в (8) можно

вычислить явно:

t0+∆t∫

t0

dt1e
i(∆ωkm+∆ωk′m′ )t1 =

= ei(∆ωkm+∆ωk′m′ )t0
ei(∆ωkm+∆ωk′m′ )∆t − 1

i(∆ωkm +∆ωk′m′)
. (10)

Если предположить, что ∆t ≫ 1/∆ω, то пра-

вая часть в (10) является быстро осциллирующей и

переходит в δωkm,−ωk′m′∆t, где δα,β – символ Кро-

некера. Важно, что (10) в таком случае становится

пропорциональным ∆t. Использование такого при-

ближения в (10) и последующая его подстановка в

(8) и затем в (6) позволяет получить разностное

уравнение вида ∆ρ(t0)/∆t = L[ρ(t0)], где L - ре-

лаксационный оператор, который содержит скоро-

сти затухания γ. Поскольку рассматриваются вре-

мена ∆t ≪ γ−1, полученное разностное уравне-

ние заменяют дифференциальным, которое носит на-
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звание управляющее уравнение в форме Горини–

Косаковского–Сударшана–Линдблада [18, 19]. Вре-

менная производная в этом уравнении иногда назы-

вается “крупнозернистой” производной.

Однако собственные частоты системы могут быть

сравнимы или меньше γ, и обозначенное ранее требо-

вание γ−1
R ≪ ∆t ≪ γ−1 может быть несовместимо с

требованием ∆t≫ 1/∆ω. Слагаемые в (8), для кото-

рых ∆ω−1 ∼ ∆t или ∆ω−1 ≫ ∆t, уже нельзя считать

быстро осциллирующими.

Практически важными являются ситуации, когда

система состоит из взаимодействующих подсистем.

Предположим, что характерная константа связи Ω

между ними много меньше собственных частот под-

систем ω. В этом случае всевозможные разности соб-

ственных частот ∆ω можно разделить на большие,

порядка собственных частот ω невзаимодействую-

щих подсистем, и малые, порядка константы связи

Ω. Поступим следующим образом: выберем интервал

интегрирования ∆t таким образом, чтобы выполня-

лось условие ω−1 ≪ ∆t ≪ Ω−1. Тогда, если ∆ω ∼ ω,

выражение (10) переходит в δωkm,−ωk′m′∆t, а если

∆ω ∼ Ω, то в ei(∆ωkm+∆ωk′m′ )t0∆t. В обоих случаях

получаются выражения, пропорциональные ∆t. То-

гда, после подстановки таких разложений (10) в (8),

а затем в (6), получится выражение, пропорциональ-

ное ∆t. В итоге получается разностное уравнение ви-

да ∆ρ̂S(t0)/∆t = L[t0, ρ̂S ], однако теперь релаксаци-

онный супероператор будет содержать осциллирую-

щие слагаемые вида eiΩt0 . Такой подход можно на-

звать частично секулярным подходом.

Подчеркнем, что в данном рассмотрении не на-

кладывается никакого ограничения на соотношение

между скоростями релаксаций и константой связи.

Единственное требование, которому необходимо удо-

влетворить при таком рассмотрении, это выполнение

для собственных частот невзаимодействующих под-

систем соотношения ω−1 ≪ γ−1,Ω−1.

Рассмотрим данный подход на примере двух свя-

занных осцилляторов с одинаковыми собственными

частотами (ω1 = ω2 = ω), каждый из которых вза-

имодействует со своим резервуаром. Гамильтониан

системы и резервуаров имеет следующий вид:

Ĥ = ĤS + ĤSR + ĤR, (11)

ĤS = ωâ†1â1 + ωâ†2â2 +Ω(â†1â2 + â†2â1), (12)

ĤSR = λ
∑
k

γk(â
†
1 + â1)(ê

†
1k + ê1k) +

+ λ
∑
m
γm(â†2 + â2)(ê

†
2m + ê2m) = λŜ1R̂1 + λŜ2R̂2,

(13)

ĤR =
∑

k

ω1kê
†
1kê1k +

∑

m

ω2mê
†
2mê2m. (14)

Гамильтониан ĤS описывает систему двух взаимо-

действующих осцилляторов с константой связи Ω.

Гамильтониан ĤR описывает два резервуара гармо-

нических осцилляторов с наборами частот ω1k и ω2m.

Каждый из резервуаров взаимодействует только с

одним из осцилляторов системы. Гамильтониан ĤSR

описывает взаимодействие между системой и резер-

вуарами, γk,m – соответствующие константы связи,

λ – параметр взаимодействия.

Отметим, что ĤS диагонализуется преобразова-

нием b̂ = (â1 + â2)/
√
2, ĉ = (â1 − â2)/

√
2,

ĤS = (ω +Ω)b̂†b̂+ (ω − Ω)ĉ†ĉ, (15)

которое сохраняет коммутационные соотношения

[b̂, b̂†] = [ĉ, ĉ†] = 1, [b̂, ĉ†] = [b̂, ĉ] = 0.

Полагая Ω ≪ ω и применяя описанную выше про-

цедуру исключения переменных резервуара, получа-

ем (см. доп. материалы)

∂ ˆ̃ρS(t)

∂t
= − ((I)t − (II)t + (III)t − (IV )t)− (16)

−
(
(1) → (2), ĉ→ −ĉ, ĉ† → −ĉ†

)
, где

(I)t =
1

2
ˆ̃ρS

(
b̂b̂†G1−(ω +Ω) + b̂†b̂G1−(−(ω +Ω)) +

+ b̂ĉ†G1−(ω + Ω)e−i2Ωt + b̂†ĉG1−(−(ω +Ω))ei2Ωt+

+ ĉb̂†G1−(ω − Ω)ei2Ωt + ĉ†b̂G1−(−(ω − Ω))e−i2Ωt+

+ ĉĉ†G1−(ω − Ω) + ĉ†ĉG1−(−(ω − Ω))
)
, (17)

(II)t =
1

2

(
b̂ ˆ̃ρSb

†G1−(−(ω +Ω)) + b̂† ˆ̃ρS b̂G1−(ω +Ω)+

+ b̂ ˆ̃ρS ĉ
†G1−(−(ω − Ω))e−i2Ωt + b† ˆ̃ρS ĉG1−(ω − Ω)ei2Ωt+

+ ĉ ˆ̃ρSb
†G1−(−(ω +Ω))ei2Ωt + ĉ† ˆ̃ρS b̂G1−(ω +Ω)e−i2Ωt+

+ ĉ ˆ̃ρS ĉ
†G1−(−(ω − Ω)) + ĉ† ˆ̃ρS ĉG1−(ω − Ω)

)
, (18)

(III)t =
1

2

(
b̂b̂†G1+(ω +Ω) + b̂†b̂G1+(−(ω +Ω)) +

+ b̂ĉ†G1+(ω − Ω)e−i2Ωt + b̂†ĉG1+(−(ω − Ω))ei2Ωt+

+ ĉb̂†G1+(ω + Ω)ei2Ωt + ĉ†b̂G1+(−(ω +Ω))e−i2Ωt+

+ ĉĉ†G1+(ω − Ω) + ĉ†ĉG1+(−(ω − Ω))
)
ˆ̃ρS , (19)

(IV)t =
1

2

(
b̂ ˆ̃ρS b̂

†G1+(−(ω +Ω)) + b̂† ˆ̃ρS b̂G1+(ω +Ω)+

+ b̂ ˆ̃ρS ĉ
†G1+(−(ω +Ω))e−i2Ωt + b̂† ˆ̃ρS ĉG1+(ω +Ω)ei2Ωt+

+ ĉ ˆ̃ρS b̂
†G1+(−(ω − Ω))ei2Ωt + ĉ† ˆ̃ρS b̂G1+(ω − Ω)e−i2Ωt+

+ ĉ ˆ̃ρS ĉ
†G1+(−(ω − Ω)) + ĉ† ˆ̃ρS ĉG1+(ω − Ω)

)
. (20)
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Выражение
(
(1) → (2), ĉ→ −ĉ, ĉ† → −ĉ†

)
во второй

строке (16) означет, что нужно записать выраже-

ние ((I)t − (II)t + (III)t − (IV)t) с соотвествующими

заменами индексов и операторов. Коэффициенты

G1,2±(ω) – односторонние фурье-образы корреляци-

онных функций резервуаров TRR1(τ) и TRR2(τ) (см.

доп. материалы).

3. Уравнения на заселенности мод. Из урав-

нения (16) можно получить уравнения на средние

значения операторов b̂†b̂, ĉ†ĉ, b̂†ĉ, ĉ†b̂. Они имеют вид

(см. доп. материалы):

∂〈b̂†b̂〉
∂t

= λ2
(
G1(ω +Ω) +G2(ω +Ω)

2
+

+ 2A〈b̂†b̂〉+ (B + C) 〈b̂†ĉ〉+ (B̃ − C̃)〈ĉ†b̂〉
)
, (21)

∂〈ĉ†ĉ〉
∂t

= λ2
(
G1(ω − Ω) +G2(ω − Ω)

2
+

+ 2Ã〈ĉ†ĉ〉+ (B − C) 〈b̂†ĉ〉+ (B̃ + C̃)〈ĉ†b̂〉
)
, (22)

∂〈b̂†ĉ〉
∂t

= i2Ω〈b̂†ĉ〉+ λ2
(
G1−(ω +Ω) +G1+(ω − Ω)

2
−

− G2−(ω +Ω) +G2+(ω − Ω)

2
+ (B̃ + C̃)〈b̂†b̂〉+

+ (B̃ − C̃)〈ĉ†ĉ〉+ (A+ Ã)〈b̂†ĉ〉
)
, (23)

∂〈ĉ†b̂〉
∂t

= −i2Ω〈ĉ†b̂〉+ λ2
(
G1−(ω − Ω) +G1+(ω +Ω)

2
−

− G2−(ω − Ω) +G2+(ω +Ω)

2
+ (B − C) 〈b̂†b̂〉+

+ (B + C) 〈ĉ†ĉ〉+ (A+ Ã)〈ĉ†b̂〉
)
, (24)

где константы A и Ã зависят от полных фурье-

образов и определяют вклад супероператоров

Линдблада в релаксацию, а константы B и B̃, C

и C̃ зависят от односторонних фурье-образов и

определяют вклад релаксационных операторов вида

2F̂1ρ̂SF̂2 − ρ̂SF̂2F̂1 − F̂2F̂1ρ̂S с F̂1 6= F̂2.

Основное отличие полученных уравнений от ана-

логичных уравнений глобального подхода состоит в

том, что в правой части присутствует связь между

собственными модами. В свою очередь, в глобаль-

ном подходе этой связи нет, и система представляет

собой четыре независимых уравнения (см. доп. мате-

риалы).

Результаты моделирования уравнений (21)–(24)

представлены на рис. 1–5. На рисунках 1–3 представ-

лены зависимости стационарных средних значений

обозначенных операторов от Ω, вычисленные в раз-

личных подходах: разработанный, глобальный и ло-

кальный. На рисунках 4 и 5 показана динамика ре-

лаксации системы в различных подходах. В качестве

функций фурье-образов были взяты [12]:

Gj(ω̃) =

{
γj(|ω̃|)nj(|ω̃|), при ω̃ > 0,

γj(|ω̃|)(nj(|ω̃|) + 1), при ω̃ < 0,
(25)

где j = 1, 2 – номер резервуара, γj(ω̃) = qjω̃
3, qj –

константы, а nj(ω̃) = 1/(exp(ω̃/Tj) − 1) – числа за-

полнения.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Средние числа заполнения

симметричной, 〈b̂†b̂〉, антисимметричной 〈ĉ†ĉ〉 мод, вы-

численные в различных подходах. T1 = 0.55ω, T2 =

0.5ω, q1 = 1ω−2, q2 = 2ω−2, λ2 = 0.001. GL – глобаль-

ный подход, LC – локальный подход, PS – частично

секулярный подход

Рис. 2. (Цветной онлайн) Действительная часть вели-

чины 〈b̂†ĉ〉, вычисленная в различных подходах. Пара-

метры те же, что и на рис. 1
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На рисунке 1 изображены средние числа заполне-

ния симметричной и антисимметричной мод. Видно,

что между локальным и глобальным подходами на-

блюдаются различия в пределе малых и больших Ω.

Разработанный подход до определенной константы

связи совпадает с локальным подходом, а после нее

асимптотически стремится к глобальному. Это связа-

но с тем, что при малых константах связи для фурье-

образов корреляционных функций резервуара имеем

G±(ω ± Ω) ≈ G±(ω) и система уравнений (21)–(24)

переходит в систему уравнений локального подхода

(см. дополнительный материал). При большой кон-

станте связи имеем B,C ∼ γ1, γ2 ≪ Ω (для выпол-

нения этого условия необходимо, чтобы плотность

состояний резервуаров имела не слишком большую

производную в точке ω), т.е. потоки энергии между

осцилляторами главным образом определяются кон-

стантой связи Ω. В этом случае уравнения разрабо-

танного и глобального подходов начинают совпадать.

На рисунке 2 изображена действительная часть

среднего значения оператора 〈b̂†ĉ〉, которая имеет

смысл энергии взаимодействия симметричной и ан-

тисимметричной мод. Отметим, что этой энергии

взаимодействия не было в исходном гамильтониане

системы, она возникла за счет взаимодействия с ре-

зервуарами. В локальном и разработанном подходах

эти энергии взаимодействия совпадают и являются

отличными от нуля, в то время как в глобальном под-

ходе энергия взаимодействия между симметричной и

антисимметричной модами тождественно равна ну-

лю, если в начальный момент времени она равна ну-

лю.

Из рисунка 3 видно, что мнимые части 〈b̂†ĉ〉 ведут

себя сходным образом: локальный подход совпадает

с разработанным, а глобальный подход дает тожде-

ственный нуль, если в начальный момент времени

〈b̂†ĉ〉 = 0.

На рисунках 4 и 5 показана динамика энергии

осцилляторов и потока энергии между осциллято-

рам при Ω = 0.04. Данное значение константы свя-

зи выбрано для того, чтобы сделать отличия подхо-

дов в динамике более выраженными. Разработанный

и локальный подходы выявляют осцилляции в сред-

них заселенностях осцилляторов, которые появляют-

ся из-за разницы скоростей затухания в различные

резервуары. Глобальный подход данных осцилляций

не выявляет и дает экспоненциальный закон падения

заселенностей осцилляторов. Стоит отметить, что

локальный подход переоценивает заселенности ос-

цилляторов. Также из рис. 5 видно, что действитель-

ные части интерференционных слагаемых осцилля-

торов разработанного и глобального подходов совпа-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Мнимая часть величины 〈b̂†ĉ〉,

вычисленная в различных подходах. Параметры те же,

что и на рис. 1

Рис. 4. (Цветной онлайн) Динамика чисел заполнения

осцилляторов, 〈â†
1â1〉 и 〈â†

2â2〉. Параметры те же, что и

на рис. 1 и Ω = 0.04

дают. Однако в локальном подходе действительная

часть этих интерференционных слагаемых затухает

экспоненциально (см. доп. материалы). Мнимые ча-

сти интерференционных слагаемых ведут себя прямо

Рис. 5. (Цветной онлайн) Динамика величины 〈â†
1â2〉,

вычисленная в различных подходах. Параметры те же,

что и на рис. 4
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противоположно, а именно, они отличны от нуля и

совпадают для разработанного и локального подхо-

дов, а глобальный подход дает тождественный ноль,

если в начальный момент времени мнимая часть ин-

терференционного слагаемого равна нулю.

Выводы. В настоящей работе разработана мо-

дель релаксации взаимодействующих систем, кото-

рая применима при произвольном соотношении меж-

ду скоростью релаксации и константами связи меж-

ду подсистемами. Таким образом, она может спо-

собствовать лучшему помиманию динамики систе-

мы вблизи особой точки. Более того, разработанная

модель описывает осцилляции средних чисел запол-

нения осцилляторов, которые имеют место в экспе-

рименте и воспроизводятся в локальном подходе. В

пределе малых констант связи разработанная модель

асимптотически совпадает с локальным подходом, а

при большой константе связи она воспроизводит ре-

зультаты глобального подхода, если плотность состо-

яний имеет не слишком большую производную.
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