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Показано, что известное асимптотическое ограничение Аллена–Дайнса для температуры сверхпро-

водящего перехода в области очень сильной связи Tc > 1
2π

√
λΩ0 (где λ ≫ 1 – константа электрон-

фононной связи Элиашберга–МакМиллана, а Ω0 – характерная частота фононов) в антиабатическом

пределе уравнений Элиашберга Ω0/D ≫ 1 (D ∼ EF – полуширина зоны проводимости, EF – энер-

гия Ферми) заменяется на Tc > (2π4)−1/3(λDΩ2
0)

1/3, причем для Tc возникает ограничение сверху вида

Tc < 2
π2 λD.

DOI: 10.31857/S1234567821090068

1. Введение. Открытие сверхпроводимости [1] с

критической температурой, достигавшей Tc = 203K

в интервале давлений 100–250 ГПа (в алмазных на-

ковальнях), в системе H3S вызвало поток работ

по экспериментальному изучению высокотемпера-

турной сверхпроводимости гидридов в области ме-

габарных давлений (см. обзоры [2, 3]). Теоретиче-

ский анализ немедленно подтвердил, что эти ре-

кордные значения Tc обеспечиваются традиционным

электрон-фононным взаимодействием в пределе до-

статочно сильной электрон-фононной связи [4, 5]. Бо-

лее того, подробные расчеты для целого ряда гидри-

дов переходных металлов под давлением [4] приве-

ли к предсказанию достаточно большого числа таких

систем с рекордными значениями Tc. В ряде случаев

эти предсказания получили блестящее подтвержде-

ние, в частности были экспериментально достигну-

ты рекордные значения Tc = 160−260K в системах

LaH10 [6, 7], ThH10 [8], YH6 [9], (La,Y)H6−10 [10]. На-

конец, совсем недавно был перейден новый психоло-

гический рубеж, когда в работе [11] была получена

сверхпроводимость с Tc = 287.7 ± 1.2K (т.е. около

+15 градусов Цельсия) в системе C-H-S при давле-

нии 267± 10ГПа.

Принципиальное значение этих работ состоит,

прежде всего, в том, что они ярко продемонстриро-

вали отсутствие существенных ограничений для Tc, в

рамках электрон-фононного механизма куперовско-

го спаривания, где традиционно считалось, что Tc не

может превышать 30–40 K. Соответственно, стал еще
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более актуальным вопрос о верхней границе значе-

ний Tc, которая может быть достигнута за счет этого

механизма спаривания.

Со времени появления теории БКШ стало оче-

видным, что повышение Tc в сверхпроводниках мо-

жет быть достигнуто повышением частоты фоно-

нов, ответственных за куперовское спаривание, а

также увеличением эффективного взаимодействия

этих фононов с электронами. Эти вопросы неод-

нократно исследовались разными авторами. Наибо-

лее развитым подходом к описанию сверхпроводимо-

сти в системе электронов и фононов остается тео-

рия Элиашберга–МакМиллана [5, 12, 13]. Хорошо

известно, что эта теория целиком основана на при-

менимости адиабатического приближения и теореме

Мигдала [14], позволяющей пренебречь вершинны-

ми поправками при расчетах эффектов электрон–

фононного взаимодействия в типичных металлах.

Реальный параметр малости теории возмущений при

этом имеет вид λ Ω0

EF
≪ 1, где λ – безразмерная кон-

станта электрон-фононного взаимодействия, Ω0 – ха-

рактерная частота фононов, а EF – энергия Ферми

электронов. В частности, это ведет к выводу о том,

что вершинными поправками в этой теории можно

пренебречь даже при λ > 1, благодаря выполнению

неравенства Ω0

EF
≪ 1, характерного для типичных ме-

таллов.

В недавних работах [15–17] нами было показа-

но, что в условиях сильной неадиабатичности, когда

Ω0 ≫ EF , в теории возникает новый параметр мало-

сти λD ∼ λEF

Ω0
∼ λ D

Ω0
≪ 1 (D – полуширина элек-

тронной зоны), так что поправки к электронному
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спектру становятся несущественными. Вершинными

поправками при этом также можно пренебречь, как

это было показано ранее в работе [18]. В общем слу-

чае, перенормировка электронного спектра (эффек-

тивной массы электрона) определяется новой безраз-

мерной константой λ̃, которая переходит в обычную

λ в адиабатическом пределе, а в сильном антиадиа-

батическом пределе стремится к λD. В то же вре-

мя, температура сверхпроводящего перехода Tc и в

антиадиабатическом пределе определяется спарива-

тельной константой связи Элиашберга–МакМиллана

λ, обобщенной с учетом конечности частоты фоно-

нов.

Для случая взаимодействия с одним оптическим

(эйнштейновским) фононом в работе [15] была по-

лучена единая формула для Tc, справедливая как в

адиабатическом, так и в антиадиабатическом режи-

мах и имеющая интерполяционный характер в про-

межуточной области:

Tc ∼
D

1 + D
Ω0

exp

(

−1 + λ̃

λ

)

, (1)

где λ̃ = λ D
Ω0+D плавно изменяется от значения λ при

Ω0 ≪ D ∼ EF к λD в пределе Ω0 ≫ D ∼ EF .

Помимо вопросов о возможных пределах Tc в

гидридах, где возможно существование небольших

“карманов” поверхности Ферми с малыми значения-

ми энергии Ферми [5], интерес к проблеме сверхпро-

вовдимости в сильном антиадиабатическом пределе

стимулируется открытием ряда других сверхпровод-

ников, где адиабатическое приближение не может

считаться выполненным, а характерные частоты фо-

нонов порядка или даже превышают энергию Фер-

ми электронов. Весьма характерными в этом смысле

являются интеркалированные системы с монослоя-

ми FeSe, а также монослои FeSe на подложках типа

Sr(Ba)TiO3 (FeSe/STO) [19]. Впервые на неадиабати-

ческий характер сверхпроводимости, в применении к

FeSe/STO, обратил внимание Горьков [20, 21] при об-

суждении идеи о возможном механизме повышения

температуры сверхпроводящего перехода Tc в систе-

ме FeSe/STO за счет взаимодействия с высокоэнер-

гетическими оптическими фононами в SrTiO3 [19].

Аналогичная ситуация возникает и в старой задаче

о сверхпроводимости в легированном SrTiO3 [22].

2. Ограничения на температуру сверхпро-

водящего перехода в случае очень сильной

электрон-фононной связи. Общие уравнения

теории Элиашберга–МакМиллана в мацубаровском

представлении, определяющие сверхпроводящую

щель ∆(ωn), имеют вид (ωn = (2n+1)πT ) [5, 12, 13]:

∆(ωn)Z(ωn) = T
∑

n′

∫ D

−D

dξ

∫ ∞

0

dωα2(ω)F (ω)×

×D(ωn − ωn′ ;ω)
∆(ω′

n)

ω2′
n + ξ2 +∆2(ωn′)

, (2)

Z(ωn) = 1 +
πT

ωn

∑

n′

∫ D

−D

dξ

∫ ∞

0

dωα2(ω)F (ω)×

×D(ωn − ωn′ ;ω)
ω′
n

ω2′
n + ξ2 +∆2(ωn′)

, (3)

где ввели

D(ωn − ωn′ ;ω) =
2ω

(ωn − ωn′)2 + ω2
. (4)

Здесь α2(ω)F (ω) – функция МакМиллана, F (ω) –

плотность состояний фононов, и для простоты мы

предполагаем модель полузаполненной электронной

зоны конечной ширины 2D (D ∼ EF ) с постоянной

плотностью состояний (двумерие).

При этом мы также пренебрегли эффектами ку-

лоновского отталкивания, ведущими к появлению

кулоновского псевдопотенциала µ⋆, который обычно

мал и достаточно несуществен в области очень силь-

ного электрон-фононного притяжения [5, 12, 13].

Тогда, с учетом:

∫ D

−D

dξ
1

ω2
n′ + ξ2 +∆2(ωn′)

=

=
2

√

ω2
n′ +∆2(ωn′)

arctg
D

√

ω2
n′ +∆2(ωn′)

→

→ 2

|ωn′ | arctg
D

|ωn′ | при ∆(ωn′) → 0 (5)

линеаризованные уравнения Элиашберга приобрета-

ют следующий общий вид:

∆(ωn)Z(ωn) = T
∑

n′

∫ ∞

0

dωα2(ω)F (ω)×

×D(ωn − ωn′ ;ω)
2∆(ωn′)

|ωn′ | arctg
D

|ωn′ | , (6)

Z(ωn) = 1 +
T

ωn

∑

n′

∫ ∞

0

dωα2(ω)F (ω)×

×D(ωn − ωn′ ;ω)
ωn′

|ωn′ |2arctg
D

|ωn′ | . (7)

Рассмотрим уравнение для n = 0, определяющее

∆(0) ≡ ∆(πT ) = ∆(−πT ), непосредственно вытекаю-

щее из (6), (7):
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∆(0) = T
∑

n′ 6=0

∫ ∞

0

dωα2(ω)F (ω)
2ω

(πT − ωn′)2 + ω2
×

× 2∆(ωn′)

|ωn′ | arctg
D

|ωn′ | . (8)

Оставляя справа только вклад от n′ = −1, немедлен-

но получаем неравенство:

1 >
2

π

∫ ∞

0

dωα2(ω)F (ω)
2ω

(2πT )2 + ω2
arctg

D

πT
, (9)

обобщающее аналогичное неравенство, впервые по-

лученное в работе Аллене и Дайнса [23] и определя-

ющее нижнюю границу для Tc. В эйнштейновской

модели фононного спектра имеем F (ω) = δ(ω − Ω0),

так что (9) сводится к

1 >
2

π
λ arctg

D

πT

Ω2
0

(2πT )2 +Ω2
0

, (10)

где λ = 2α2(Ω0)/Ω0 – безразмерная спаривательная

константа связи. При D ≫ πT отсюда немедленно

следует результат Аллена–Дайнса [23]:

Tc >
1

2π

√
λ− 1Ω0 → 0.16

√
λΩ0 при λ≫ 1, (11)

который фактически определяет асимптотику Tc в

области очень сильной связи λ ≫ 1. Точное числен-

ное решение уравнений Элиашберга [23] дает для Tc
результат типа (11) с заменой численного коэффи-

циента 0.16 на 0.18. При этом данная асимптотика

очень неплохо аппроксимирует значения Tc уже в об-

ласти λ > 2.

В случае фононного спектра общего вида здесь

достаточно провести простую замену Ω0 → 〈Ω2〉1/2,
где

〈Ω2〉 = 2

λ

∫ ∞

0

dωα2(ω)F (ω)ω (12)

– средний по спектру квадрат частоты фононов, а об-

щее выражение для спаривательной константы связи

имеет вид [5, 12, 13]:

λ = 2

∫ ∞

0

dω

ω
α2(ω)F (ω). (13)

При D ≪ πT из (10) имеем

T >
1

2π

√

λ∗(T )− 1Ω0, (14)

где

λ∗(T ) =
2D

π2T
λ, (15)

так что в сильном антиадиабатическом пределе по-

лучаем:

Tc > (2π4)−1/3(λDΩ2
0)

1/3 ≈ 0.17(λDΩ2
0)

1/3. (16)

Из очевидного требования λ∗(T ) > 0 возникает усло-

вие:

Tc <
2

π2
λD, (17)

ограничивающее значения Tc сверху.

Таким образом, должно выполняться неравен-

ство:

(2π4)−1/3(λDΩ2
0)

1/3 < Tc <
2

π2
λD, (18)

что сводится к требованию:

Ω0 <
4

π
λD ≈ 1.27λD или

D

Ω0
>

0.78

λ
, (19)

так что для самосогласованности нашего рассмотре-

ния фактически требуется выполнение условия:

λ≫ Ω0

D
≫ 1. (20)

где последнее неравенство соответствует пределу

сильной антиадиабатики. Соответственно, все приве-

денные выше оценки заведомо не работают при λ ∼ 1

и могут описывать только предел очень сильной свя-

зи.

На рисунках 1 и 2 приведены результаты числен-

ного сравнения границ для Tc, следующих из (10) со

значениями температуры перехода в области слабой

Рис. 1. (Цветной онлайн) Температура сверхпроводя-

щего перехода в эйнштейновской модели фононного

спектра в единицах 2πTc/Ω0, как функция спарива-

тельной константы λ для разных значений обратного

параметра адиабатичности D
Ω0

. Пунктиром показаны

соответствующие зависимости для 2πTc/Ω0 в области

слабой и промежуточной связи (1) [15]. Черный пунк-

тир – оценка Аллена–Дайнса, справедливая в адиаба-

тическом пределе [23]

и промежуточной связи, следующими из (1), для раз-

личных значений параметра адиабатичности Ω0/D.

Ясно, что в окрестности пересечения пунктирных и
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сплошных линий на этих графиках происходит плав-

ный кроссовер от поведения Tc в области слабой и

промежуточной связи к ее асимптотике в области

очень сильной связи λ ≫ 1. Видно также, что по-

вышение частоты фононов и переход к антиадиаба-

тическому пределу не ведут, вообще говоря, к повы-

шению Tc по сравнению с адиабатическим случаем.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Температура сверхпроводя-

щего перехода в эйнштейновской модели фононного

спектра в единицах 2πTc/D, как функция спариватель-

ной константы λ для разных значений параметра адиа-

батичности Ω0
D

. Пунктиром показаны соответствующие

зависимости для 2πTc/D в области слабой и промежу-

точной связи (1) [15]. Горизонтальная пунктирная –

предельное поведение 2
π2 λD

3. Заключение. В данной работе мы рассмотре-

ли очень сильную электрон-фононную связь в теории

Элиашберга–МакМиллана, в том числе в антиадиа-

батической ситуации, когда в системе имеются фо-

ноны с достаточно большой частотой (превышающей

энергию Ферми EF ). Величина перенормировки мас-

сы, в общем случае, определяется константой связи

λ̃ [15], которая мала в антиадиабатическом преде-

ле. В то же время величина спаривательного вза-

имодействия всегда определяется стандартной кон-

стантой связи λ теории Элиашберга–МакМиллана,

соответствующим образом обобщенной с учетом ко-

нечности частоты фононов [15]. Однако простейшие

оценки [15, 17] показывают, что в антиадиабатиче-

ской ситуации и эта константа, вообще говоря, доста-

точно быстро убывает с ростом частоты фононов Ω0

при Ω0 ≫ EF . В этом смысле, рассмотренная выше

асимптотика Tc в области очень сильной связи может

быть достигнута только в исключительных случаях.

При этом, как ясно из наших результатов, сам по себе

переход в область антиадиабатики не может приве-

сти к повышению Tc по сравнению со стандартным

адиабатическим случаем.

При всей наглядности и удобстве выражений для

Tc через спаривательную константу λ и характерную

частоту фононов Ω0 ∼ 〈Ω2〉1/2 следует иметь в ви-

ду, что эти параметры не являются, вообще говоря,

независимыми. Фактически, как это видно из выра-

жений типа (12), (13), они определяются одной и той

же функцией Элиашберга–МакМиллана α2(ω)F (ω).

Соответственно возникают ограничения на свобод-

ное изменение этих параметров при оценках опти-

мальных (максимальных) значений Tc.

Автор признателен Э. З. Кучинскому за обсужде-

ния и помощь с численными расчетами.
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