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Результат устранения из спектра теории тяжелых частиц неравной массы может быть описан при

низких энергиях эффективным действием, представляющим собой асимптотический ряд по обратным

степеням массы. Мы показываем, каким образом можно вычислить первые члены асимптотического

ряда на основе формализма собственного времени: метода Фока–Швингера. Для иллюстрации подхода

рассматривается теория с нарушенной U(3)× U(3) киральной симметрией. Показано, что невырожден-

ность масс порождает множество вершин, описывающих следствия явного нарушения ароматической

симметрии, которые, как правило, не возникают при менее строгом рассмотрении проблемы. Результат

может использоваться при изучении теорий со спонтанно нарушенной симметрией и при построении

эффективных теорий стандартной модели.
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Понятие собственного времени было введено в

квантовую теорию в работах Фока [1, 2] и Швин-

гера [3]. В сочетании с методом фонового поля это

позволило ДеВитту разработать явно ковариантный

подход к калибровочной теории поля [4] и кванто-

вой гравитации [5]. Метод применим в любой теории

поля, но особое значение он приобретает при необ-

ходимости обеспечить явную ковариантность вычис-

лений на всех этапах. Во всех упомянутых выше

случаях и во многих других [6, 7] возникает зада-

ча вычисления детерминанта положительно опре-

деленного эллиптического оператора, описывающе-

го квадратичные флуктуации квантовых полей во

внешнем фоновом поле. Результатом, как прави-

ло, является асимптотическое разложение эффек-

тивного действия по степеням собственного време-

ни с коэффициентами Сили–ДеВитта an(x, y), кото-

рые зависят от фоновых полей. Примечательно, что

каждый член разложения инвариантен относительно

действия группы внутренней симметрии. Это следу-

ет из общей ковариантности формализма. В настоя-

щее время асимптотические коэффициенты an хоро-

шо известны вплоть до значений n = 5 для произ-

вольного оператора типа Лапласа, и детали их вы-

числений можно найти, например, в работах [6–8].

Если квантовые поля имеют большие и равные

массы m, то легко перейти от разложения по степе-

ням собственного времени к разложению по обрат-

ным степеням массы, которое справедливо, когда все

фоновые поля и их производные малы по сравнению
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с массой квантового поля. В этом случае асимптоти-

ческие коэффициенты an не меняются. Такое длин-

новолновое (λ ≫ 1/m) разложение позволяет по-

лучить эффективное действие, описывающее лиди-

рующий низкоэнергетический эффект от учета вир-

туальных вкладов тяжелых состояний. Этот сцена-

рий часто реализуется в теориях со спонтанно нару-

шенной симметрией или в теориях с тяжелыми вир-

туальными частицами. Типичным примером теорий

первого типа является модель Намбу–Иона-Лазинио

(НИЛ) [9, 10], в которой основное состояние в режи-

ме сильной связи оказывается отделенным щелью от

возбужденных квазичастиц – нуклонов. В кварковой

интерпретации модели можно получить низкоэнерге-

тическое эффективное мезонное действие, порожда-

емое кирально симметричными четырехкварковыми

взаимодействиями [11]. Здесь особенно полезен ме-

тод разложения по собственному времени [12, 13].

Примеры второго типа возникают, в частности, при

эффективном расширении некоторой теории поля X

с группой симметрии G до следующей теории X ′,
когда X ′ содержит тяжелые степени свободы, при-

надлежащие некоторому представлению группы G.

В настоящее время такие теории активно изучаются

в контексте расширения стандартной модели элек-

трослабых взаимодействий [14].

В указанных выше исследованиях нередко необ-

ходимо решать задачу построения эффективной тео-

рии, возникающей в результате интегрирования од-

нопетлевых вкладов тяжелых состояний, обладаю-

щих неравными массами M = diag(m1,m2, ...,mi).

В этом специфическом случае полная факториза-
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ция M2 в тепловом ядре невозможна, поскольку M

не коммутирует с остальной частью эллиптического

оператора. В результате асимптотический ряд имеет

более сложную структуру [15–17]. Математическая

сложность данной задачи зачастую обходится путем

упрощений, которые, как правило, не имеют под со-

бой серьезной аргументации [13].

В работах [18–20] был предложен альтернатив-

ный метод получения эффективного действия в тео-

рии с тяжелыми состояниями неравной массы, ос-

нованный на перестройке асимптотического ряда по

степеням собственного времени. Пересуммирование

учитывает различие в массах тяжелых частиц. Ме-

тод особенно эффективен, когда мы имеем дело со

случаем почти вырожденной матрицы M . Досто-

инством этого подхода является имеющаяся связь

коэффициентов модифицированного разложения со

стандартными коэффициентами Сили–ДеВитта [21].

В настоящей работе мы существенно развиваем

вышеуказанный метод. А именно, мы отказываемся

от процедуры пересуммирования асимптотического

ряда, которая основывается на рекурентном (т.е. по-

шаговом) выделении конечного зависящего от разно-

сти квадратов масс вклада. Данная процедура поз-

воляет факторизовать симметричную (отностельно

перестановки масс) часть вклада. При этом антисим-

метричная часть раскладывается в ряд по степеням

разности квадратов масс и модифицирует коэффи-

циенты Сили–ДеВитта. Отказ от этой изящной, но

вносящей дополнительные приближения идеи, дела-

ет связь со стандартными коэффициентами Сили–

ДеВитта более сложной. Как мы покажем, новые ко-

эффициенты разложения bn зависят не только от фо-

новых полей, но и от масс, причем последняя зависи-

мость имеет неполиномиальный (логарифмический)

вид. В пределе равных масс bn переходят в an. Инте-

ресной особенностью предлагаемого подхода являет-

ся возможность связать массовую часть коэффици-

ентов bn с порождающими их фейнмановскими инте-

гралами. Таким образом, каждый из коэффициентов

bn содержит полную информацию о конечных вкла-

дах связанных с ним однопетлевых диаграмм.

Для определенности здесь мы рассматриваем тео-

рию с U(3) × U(3) киральной симметрией, явно и

спонтанно нарушенной до подгруппы U(1). Извест-

но, что группа U(3)L × U(3)R отвечает симметрии

КХД лагранжиана в идеальном мире безмассовых

кварков. В реальном мире с ненулевыми затравоч-

ными массами токовых кварков, киральная симмет-

рия явно нарушена. При низких энергиях в результа-

те динамического нарушения киральной симметрии

возникает щель в спектре фермионов, кварки тяже-

леют и приобретают неравные массы, что и позво-

ляет построить эффективный низкоэнергетический

мезонный лагранжиан в виде ряда по 1/M2. Изла-

гаемый ниже метод может быть положен в основу

математически строгого подхода к решению данной

задачи в рамках расширенной модели НИЛ.

Материал распределяется следующим образом.

Сначала мы формулируем задачу. Затем обсужда-

ем основную идею расчетов и приводим основные

результаты. Многочисленные детали вычислений бу-

дут изложены в отдельной подробной публикации.

Логарифм формального определителя самосо-

пряженного эллиптического оператора второго по-

рядка описывает однопетлевые радиационные по-

правки к классической теории. В дальнейшем нас

будет интересовать только действительная часть эф-

фективного действия, являющегося результатом вы-

числения определителя оператора Дирака D в фоно-

вых скалярном s, псевдоскалярном p, векторном vµ,

и аксиально-векторном aµ полях. Метод собственно-

го времени не может быть применен непосредственно

к фермионам, поскольку оператор Дирака является

эллиптическим оператором первого порядка, и его

спектр неограничен как сверху, так и снизу. Вместо

этого рассмотрим функционал

WE = − ln | detDE | =

=
1

2

∫ ∞

0

dt

t
ρ(t,Λ2)Tr

(

e−tD†
E
DE

)

, (1)

представляющий действительную часть однопетле-

вого эффективного действия в евклидовом простран-

стве2) в виде интеграла по собственному времени t.

Интеграл расходится на нижнем пределе, поэтому

вводится регулятор ρ(t,Λ2), где Λ – обрезание. Опе-

ратор Дирака имеет вид

DE = iγαdα −M +Σ, (2)

где dα = ∂α + iΓα, Γα = vα + γ5Eaα, Σ = s + iγ5Ep,

α = 1, 2, 3, 4, а массовая матрица тяжелых кварков

равна M = diag(m1,m2,m3). Фоновые поля прини-

мают значения в алгебре Ли U(3) группы, например,

s = saλa, и т.д., λa = (λ0, λi), где λ0 =
√

2/3 и λi – во-

семь эрмитовых SU(3) матриц Гелл–Манна. Символ

Tr обозначает взятие шпура по цветовым, аромати-

ческим, и гамма матрицам, а также интегрирование

по координатам. Вся зависимость от фоновых полей

в DE после перехода к эрмитовому оператору

D†
EDE = M2 − d2α + Y (3)

2)Все вычисления мы проводим в евклидовом пространстве,
на что указывает индекс E. Аналитическое продолжение по-
лученного результата в пространство Минковского хорошо из-
вестно, поэтому здесь мы не будем на этом останавливаться.
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собирается в Y и ковариантной производной dα.

Чтобы продвинуться в вычислении выражения

(1), мы воспользуемся швингеровской техникой

фиктивного гильбертова пространства, изложенной,

например, в обзоре [6]. Она позволяет предста-

вить эффективное действие в виде интеграла по

4-импульсам kα

WE =
1

2

∫

d4x

∫

d4k

(2π)4
e−k2 ×

×
∞
∫

0

dt

t3
ρ(t,Λ2) tr

(

e−t(M2+A)
)

, (4)

где A = −d2α − 2ik∂/
√
t + Y . Поскольку оператор

A содержит производные по координатам, необхо-

димо уточнить смысл операции tr. Действительно,

так как пространство x ∈ R
4 не имеет границ, мы

можем интегрировать по частям. Однако эта опера-

ция будет однозначной только при условии, что шпур

не изменяется при циклической перестановке его x-

зависимых элементов. Учитывая наличие производ-

ных в A, для гарантированного выполнения данного

условия в (4) предполагается полная симметризация

шпура, т.е., tr в таких случаях понимается как

str (A1A2 . . . An) =
1

n

∑

cycl. perm.

tr (A1A2 . . . An). (5)

Чтобы выделить лидирующие в разложении по

1/M2 вклады, достаточно учесть слагаемые не вы-

ше t4 степени, которые под знаком ароматического

шпура (что обозначается индексом f) имеют вид

trf

(

e−t(M2+A)
)

=
3
∑

i=1

ci(t)− t
3
∑

i=1

ci(t) trf Ai +

+
t2

2!

∑

i,j

cij(t) trf (AiAj)−
t3

3!

∑

i,j,k

cijk(t) trf (AiAjAk) +

+
t4

4!

∑

i,j,k,l

cijkl(t) trf (AiAjAkAl) +O(t5). (6)

Здесь Ai = EiA, где 3 × 3 матрицы (Ei)nm = δinδim,

а коэффициенты ci1i2...in(t) полностью симметричны

относительно перестановки индексов и хорошо из-

вестны [19]. Они зависят от масс и собственного вре-

мени. Если массы вырождены, то все они совпадают,

т.е., ci(t) = cii(t) = ciii(t) = ciiii(t) = e−tm2

i .

Подставляя это разложение в (4) и интегрируя по

импульсам и собственному времени, приходим к вы-

ражению

WE =
Nc

32π2

∫

d4x
∞
∑

n=0

trLf bn(x, x), (7)

где Nc = 3, а trLf означает взятие шпура по γ и

λi-матрицам. Коэффициенты bn(x, x) зависят от фо-

новых полей и кварковых масс, т.е., содержат ин-

формацию, как о мезонных вершинах, так и о соот-

ветствующих им константах связи. В случае равных

масс зависимость от m факторизуется в виде инте-

гралов Jn−1(m
2) [19], а мезонные вершины собира-

ются в коэффициенты Сили–ДеВитта, точнее в их

предельное значение для совпадающих аргументов

an(x, x). При больших m коэффициенты bn(x, x) де-

монстрируют такое же асимптотическое поведение,

как и Jn−1(m
2), т.е., bn ∼ m−2(n−2).

Здесь мы рассмотрим только лидирующие коэф-

фициенты, а именно, b1 и b2. Случай n = 0 не пред-

ставляет интереса, поскольку b0 не содержит фоно-

вых полей и опускается из эффективного действия.

Коэффициенты с n > 3 стремятся к нулю в пределе

бесконечных масс, что и объясняет сделанное при-

ближение.

Для удобства записи результата, наряду с обыч-

ным умножением матриц, мы будем также исполь-

зовать нестандартное произведение [22], часто назы-

ваемое адамаровским, которое определяется почлен-

ным умножением соответствующих элементов мат-

риц

(A ◦B)ij = AijBij (8)

без суммирования по повторяющимся индексам. Это

произведение, в отличие от стандартного, коммута-

тивно, но сохраняет свойства ассоциативности и дис-

трибутивности.

Теперь мы можем записать результат для коэф-

фициента b1 в виде

b1 = −J0 ◦ Y, (9)

где (J0)ij = δijJ0(m
2
i ) - диагональная матрица, а ин-

теграл

J0(m
2
i ) =

∞
∫

0

dt

t2
ρ(t,Λ2) ci(t). (10)

Эта формула описывает вклад фейнмановской одно-

петлевой диаграммы, известной как “головастик”. Ре-

гуляризация выбирается в соответствии с рассмат-

риваемой задачей, для модели НИЛ это ρ(t,Λ2) =

= 1− (1 + tΛ2)e−tΛ2

.

Перейдем к рассмотрению второго коэффициента

b2. Результат представим в виде

b2 =
1

2
Y (J ◦ Y )− 1

12
Γαβ

(

J ◦ Γαβ
)

+∆b2, (11)

где антисимметричный тензор Γαβ = Fαβ + i[Γα,Γβ],

а Fαβ = ∂αΓβ−∂βΓα. Jij = J(mi,mj) – симметричная
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3 × 3 матрица, элементами которой являются лога-

рифмически расходящиеся части (при Λ → ∞) фей-

нмановских собственно-энергетических диаграмм с

массами виртуальных частиц mi и mj . Поскольку

нам также потребуются выражения для аналогич-

ных вкладов треугольных Jijk и четырехугольных

Jiijk диаграмм, представим их все сразу

(Jij , Jijk, Jiijk) =

∞
∫

0

dt

t
ρ(t,Λ2) (cij(t), cijk(t), ciijk(t)) .

(12)

В рассматриваемой теории имеется всего три арома-

та кварков, поэтому в Jiijk как минимум два индекса

совпадают. Подчеркнем, что формула (11) является

основным результатом данной работы.

В пределе равных масс, первые два члена в (11)

переходят в хорошо известный результат [6], а третье

слагаемое обращается в ноль, т.е., оно представляет

только вклады, связанные с явным нарушением ки-

ральной симметрии. Без учета этого члена описание

явного нарушения ароматической симметрии пред-

ставляется неполным. Мы запишем его в виде четы-

рех слагаемых

∆b2 = ΩY +

2
∑

n=0

Ω(n), (13)

где выделен вклад линейных по Y членов ΩY , а

вклад векторных частиц разбит на три группы n =

= 0, 1, 2 по числу имеющихся производных.

Линейная по Y часть состоит из двух слагаемых

ΩY = AY +
i

3
(R ◦ Γα)

↔
∂αY, (14)

где R и A являются 3× 3 матрицами с элементами

Rij = −1

2
(Jiij − Jjji) , (15)

Aii =
∑

j 6=i

(Jii − Jij +Rij) Γ
α
ijΓ

α
ji,

Aij = (Jij − Jijk)Γ
α
ikΓ

α
kj −

−Rij

(

Γα
ijΓ

α
jj − Γα

iiΓ
α
ij

)

|i6=j 6=k
, (16)

а двусторонняя производная определена как раз-

ность Y
↔
∂α Γα ≡ Y ∂αΓα − (∂αY )Γα. Чтобы не бы-

ло недоразумений, подчеркнем, что повторяющиеся

индексы аромата не предполагают суммирования по

ним. Здесь и далее суммирование проводится, только

если явно выписан знак суммы.

Рассмотрим теперь члены с двумя производными

Ω(2) =
1

24

[

Fαβ
(

T ◦ Fαβ
)

+ 6(∂Γ) (T ◦ ∂Γ)
]

. (17)

Первое слагаемое дает дополнительный вклад в уже

известные нам кинетические члены эффективного

лагранжиана. Симметричная матрица T имеет вид

Tij = Jij − Jiijj . В выражении ∂Γ подразумевается

суммирование по опущенным индексам ∂αΓα. Вви-

ду поперечности векторных полей, второе слагаемое

в (17) обращается в нуль на массовой поверхности

этих состояний. Поэтому его можно опустить.

Члены с одной производной можно собрать в сле-

дующее выражение

Ω(1) =
i

3
CαβFαβ +

i

6
δαβγσ(K ◦ ∂αΓβ)Eγσ +

+
3i

4

(

T ◦ ∂αΓβ
)

Lβα
− , (18)

которое представляет эффективные трехчастичные

вершины, описывающие локальное взаимодействие

векторных и аксиально-векторных полей. Символ

δαβγσ = δαβδγσ + δαγδβσ + δασδβγ является полно-

стью симметричным тензором, составленным из про-

изведения двух символов Кронекера. Диагональные

и недиагональные элементы матрицы Cαβ имеют со-

ответственно вид

Cαβ
ii =

∑

j 6=i

(

Jii − Jij +
1

4
Rij +

3

4
Tij

)

Γα
ijΓ

β
ji ,

Cαβ
ij = (Jij − J123)Γ

α
ikΓ

β
kj |i6=j 6=k +

1

4
Rij

(

Lαβ
+

)

ij
+

+
3

4
Tij

(

Lαβ
−

)

ij
, (19)

где мы положили

(

Lαβ
±

)

ij
=
(

Γα
ii ± Γα

jj

)

Γβ
ij . (20)

Обратим внимание на то, что элементы матрицы Γα
ij

перестановочны между собой, поскольку, входящие в

них единичная и γ5 матрицы коммутативны. Анти-

симметричная матрица K определяется выражением

Kij = (Jjjik − Jiijk)|i6=j 6=k . (21)

Тензор Eγσ также не имеет диагональных элементов,

хотя и не является антисимметричным

Eγσ
ii = 0, Eγσ

ij = Γγ
ikΓ

σ
kj , (i 6= j 6= k). (22)

Последнее, что нам осталось рассмотреть, – это

вклад членов без производных, т.е. членов ∝ Γ4.

Поскольку таких слагаемых много (78 независимых

комбинаций из Γ), удобно не собирать их в матрич-

ную форму, а представить результат в виде явных

сумм по ароматическим индексам. Тогда мы имеем
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trfΩ
(0) =

∑

i<j

{

(ΓijΓji)
2

[

2

3
(Jii + Jjj)−

4

3
Jij

]

+

+ (ΓijΓij) (ΓjiΓji)
1

6
(2Jij − Jii − Jjj)

}

+
∑

i6=j 6=k,

j<k

{

(ΓijΓji) (ΓikΓki)

[

1

3
(Jjk + 2Jiijk) + Jii − Jij − Jik

]

+ (ΓjiΓik) (ΓkiΓij)

[

1

3
(Jii + 2Jiijk) + Jjk − 2Jijk

]

+

+ [(ΓiiΓjk) (ΓijΓki) + (ΓikΓji) (ΓkjΓii)]×

× 1

3
(2Jiijk − Jij − Jik) +

+ (ΓijΓik) (ΓkiΓji)
1

3
(2Jiijk − Jii − Jjk)

}

+

+
∑

i6=j 6=k

{

[(ΓiiΓij) (ΓjkΓki) + (ΓikΓkj) (ΓjiΓii)] ×

× 1

3
(Jik + 2Jiijk − Jijk) +

+
[

(

Lαα
−
)

ij
(ΓjkΓki) + (ΓijΓji) (ΓikΓki)

]

Rij

}

+

+
∑

i6=j

(

Γα
iiΓ

β
iiΓ

γ
ijΓ

σ
ji − Γα

iiΓ
β
ijΓ

γ
jjΓ

σ
ji −

1

2
Γα
ijΓ

β
jiΓ

γ
ijΓ

σ
ji

)

×

× 1

3
δαβγσTij . (23)

Здесь выражение в круглых скобках понимается как

(ΓijΓji) ≡ Γα
ijΓ

α
ji. В пределе равных масс фермионов

(23) равно нулю, так как все J-зависимые коэффи-

циенты в этом случае обращаются в нуль.

В заключение отметим, что полученные нами вы-

ражения для коэффициентов b1(x, x) и b2(x, x) мо-

гут быть положены в основу построения целого ряда

эффективных теорий, возникающих в результате ис-

ключения тяжелых состояний неравной массы. Наи-

более прямым приложением было бы их использова-

ние для анализа явного нарушения SU(3) и SU(2)

симмметрий в моделях НИЛ. Как мы уже отмечали,

многочисленные имеющиеся в литературе исследова-

ния этих вопросов неполны, поскольку коэффициент

b2 содержит множество ранее не рассматриваемых

вершин. Хотя мы здесь ограничились частным при-

мером, предлагаемый подход легко распространяет-

ся на случай произвольной группы внутренней сим-

метрии. Это является прямым следствием общности

метода Фока–Швингера, лежащего в основе наших

вычислений.
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