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Рассматривается нелокальное преобразование Дарбу для стационарных аксиально-симметричных

уравнений Шредингера и Гельмгольца. На основе формул нелокального преобразования Дарбу и обоб-

щенного преобразования Мутара получены новые примеры двумерных потенциалов и точных решений

для стационарных аксиально-симметричных уравнений Шредингера и Гельмгольца.
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В работе [1] на основе обобщенного преобразова-

ния Мутара получены примеры двумерных потен-

циалов и точных решений стационарного уравнения

Шредингера в случае аксиальной симметрии. В ра-

боте [2] показано, что обобщенное преобразование

Мутара является частным случаем двумерного нело-

кального преобразования Дарбу. Целью настоящей

работы является получение новых примеров двумер-

ных потенциалов и точных решений для стационар-

ных аксиально-симметричных уравнений Шрединге-

ра и Гельмгольца на основе применения нелокально-

го преобразования Дарбу.

Рассмотрим стационарное уравнение Шрединге-

ра в виде (∆− u (x, y, z))Y (x, y, z) = 0. В случае

u = −E + V (x, y, z) это уравнение описывает нере-

лятивистскую квантовую систему с энергией E [3]. В

случае u = −ω2/c (x, y, z)
2

уравнение описывает рас-

пространение акустических волн, имеющих частоту

ω, в неоднородной среде со скоростью звука c и под

именем уравнения Гельмгольца используется в тео-

рии волн [4]. Случай фиксированной частоты ω ин-

тересен при моделировании в акустической томогра-

фии [5]. Случай фиксированной энергии E для дву-

мерного уравнения представляет интерес в теории

интегрируемых нелинейных систем [6].

При аксиальной симметрии стационарное урав-

нение Шредингера в цилиндрических координатах

имеет вид

(

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

∂2

∂z2
− u (r, z)

)

Y (r, z) = 0. (1)

Это линейное дифференциальное уравнение с непо-

стоянным коэффициентом u. Для анализа таких
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уравнений оказались полезны преобразования Дар-

бу. Авторы книги [7] отмечают, что важность пре-

образования Дарбу заключается в возможности по-

лучения новых решаемых уравнений из исходного

решаемого уравнения. Изменение решения исходно-

го уравнения в формуле преобразования Дарбу дает

решения нового уравнения. Если набор выбранных

специальных функций позволяет представлять ана-

литически все решения исходного уравнения, мож-

но сказать, что исходное уравнение точно разреши-

мо. Если исходное уравнение разрешимо, можно по-

лучить все решения нового уравнения с использова-

нием преобразования Дарбу. Преобразование Дарбу

может быть повторно применено к новым уравнени-

ям. Таким образом, можно сказать, что уравнение

решаемое, если оно может быть получено из другого

решаемого уравнения конечным числом преобразо-

ваний Дарбу. Например, если исходным уравнением

является стационарное уравнение Шредингера в од-

номерной квантовой механике, естественно называть

решаемыми уравнения, описывающие свободное дви-

жение частиц, гармонический осциллятор, кулонов-

ский потенциал и потенциалы Морса. В этой статье

мы говорим, что стационарные уравнения Шредин-

гера и Гельмгольца в двумерном случае решаемые,

если они могут быть полученны из уравнения с по-

стоянным (в том числе нулевым) потенциалом с по-

мощью конечного числа преобразований Дарбу.

Приложения классического преобразования Дар-

бу для одномерного уравнения Шредингера можно

найти в книге [7]. Обзор классического преобразова-

ния Мутара для двумерного уравнения Шрединге-

ра в декартовых координатах и связь преобразова-

ния Мутара с преобразованием Дарбу приведены в

работе [8]. Были исследованы различные обобщения
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классических преобразований Дарбу и их приложе-

ния к двумерным системам (см. обзор [9], недавнюю

публикацию [10] и ссылки в них). В статьях [11, 12]

в преобразование Дарбу была включена нелокаль-

ная переменная. Было получено нелокальное преоб-

разование Дарбу двумерного стационарного уравне-

ния Шредингера в декартовых координатах и уста-

новлена его связь с преобразованием Мутара. Основ-

ная идея этих работ была вдохновлена подходом к

нелокальным симметриям в анализе групп симмет-

рий дифференциальных уравнений [13, 14] (для ва-

рианта, основанного на теории накрытий, см. книгу

[15] и ссылки в ней). В данной статье рассматрива-

ется нелокальное преобразование Дарбу для стаци-

онарного уравнения в цилиндрических координатах

(1), используя подход статей [11, 12].

Используется связь уравнения Шредингера с

уравнением Фоккера–Планка [16]. Подстановка

Y (r, z) = P (r, z) eh(r,z) (2)

в уравнение (1) приводит к уравнению типа

Фоккера–Планка

∂

∂r

(

Pr + 2hrP +
1

r
P

)

+
∂

∂z
(Pz + 2hzP ) = 0, (3)

если u и h удовлетворяют условию

u = −hrr + hr
2 +

1

r
hr +

1

r2
− hzz + hz

2. (4)

Уравнение (3) имеет вид закона сохранения, что

позволяет получить следующую систему уравнений:

Pr + 2hrP +
1

r
P −Qz = 0, (5)

Pz + 2hzP +Qr = 0. (6)

Переменная Q является нелокальной переменной

относительно уравнения (3) и связанного с ним урав-

нения (1). Преобразование Дарбу уравнений (5), (6),

включающее Q, приводит к нелокальному преобра-

зованию уравнения (1).

Рассматривается линейный оператор, соответ-

ствующий системе уравнений (5), (6)

L̂ (h (r, z)) f =

(

2hr +
1
r + ∂

∂r − ∂
∂z

2hz +
∂
∂z

∂
∂r

)(

f1

f2

)

.

Преобразование Дарбу ищется в виде

L̂Df =

=

(

g11 − a11
∂
∂r − b11

∂
∂z g12 − a12

∂
∂r − b12

∂
∂z

g21 − a21
∂
∂r − b21

∂
∂z g22 − a22

∂
∂r − b22

∂
∂z

)(

f1

f2

)

.

Если линейные операторы L̂ и L̂D удовлетворяют

сплетающему соотношению
(

L̂ (h (r, z) + s (r, z)) L̂D − L̂DL̂ (h (r, z))
)

f = 0 (7)

для любой функции f ∈ F ⊃ Ker
(

L̂ (h)
)

, где

Ker
(

L̂ (h)
)

= {f : L̂ (h) f = 0}, то для любой функ-

ции fs ∈ Ker
(

L̂ (h)
)

функция f̃ (r, z) = L̂Dfs (r, z)

является решением уравнения L̂
(

h̃
)

f̃ = 0 с новым

потенциалом h̃ = h+ s.

Уравнения для s, gij, aij , bij получаются из спле-

тающих соотношений (7). При этом возникает следу-

ющее выражение:

V (r, z) = s (r, z) + 2h (r, z) + ln (r) . (8)

Случай V (r, z) = 0 приводит к обобщенному преоб-

разованию Мутара, как важному частному случаю

нелокального преобразования Дарбу [2]. Приложе-

ния обобщенного преобразования Мутара рассмотре-

ны в работе [1].

В общем случае, когда V не обращается в нуль,

сплетающие соотношения (7) приводят к следующе-

му виду оператора преобразования Дарбу:

L̂D = e−s(r,z)

(

R1 +
∂
∂z R2

sr −R2 sz +R1 +
∂
∂z

)

, (9)

где

R1 =
1

2
(Vz − 2sz + (VzH + VrT ) /G) ,

R2 =
1

2
(sr + (srH − szT ) /G) ,

G = srVr + szVz, H = Vzz − srr, T = Vrz + srz

и s удовлетворяет системе двух нелинейных уравне-

ний в частных производных [2]. Эти уравнения ре-

шить в общем виде не получается и они здесь для

краткости не приводятся.

В соответствии с (9) имеем

P̃ = e−s

(

R1P +
∂

∂z
P +R2Q

)

,

и, учитывая соотношение Ỹ (r, z) = P̃ (r, z) eh̃(r,z), по-

лучаем формулу нелокального преобразования Дар-

бу

Ỹ =
∂

∂z
Y + (R1 − hz)Y + ehR2Q. (10)

Используя соотношение (2), уравнения (5), (6) для Q

принимают вид

e−h

(

Yr + hrY +
1

r
Y

)

−Qz = 0, (11)
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e−h (Yz + hzY ) +Qr = 0. (12)

При выборе конкретного вида h система урав-

нений на s может заметно упрощаться. Функция h

связана с исходным потенциалом u формулой (4).

Нетрудно проверить, что hu = − ln (rf (r, z)), где f

является произвольным решением уравнения (1) с

исходным потенциалом u, удовлетворяет уравнению

(4). Рассмотрим, например, u = 0, f = 1√
r2+z2

. Име-

ем, соответственно, h0 = − ln (r)+ 1
2 ln

(

r2 + z2
)

. При

h = h0 система уравнений на s имеет частное реше-

ние

s0 = −1/2 ln
(

r2 + z2
)

+ ln
(

(

r2 + z2
)C1

+ C
)

−

− ln
(

(1− 2C1)
(

r2 + z2
)C1

+ (1 + 2C1)C
)

, (13)

где C,C1 – произвольные константы. По формуле (4)

при h̃ = h0 + s0 получаем новый потенциал

ũ (r, z) = −8
CC1

2
(

r2 + z2
)C1−1

(

(r2 + z2)
C1 + C

)2 . (14)

Этот потенциал удовлетворяет условию ũ < 0 и не

имеет особенностей при C > 0, C1 ≥ 1. Таким об-

разом, мы получили двухпараметрическое семейство

решаемых потенциалов Гельмгольца.

В соответствии с (10) мы имеем следующую фор-

мулу для решений уравнения (1) с потенциалом (14)

Ỹ =
∂

∂z
Y −M

(

zY −
√

r2 + z2Q
)

, (15)

где

M =

(

(1 + 2C1)
(

r2 + z2
)C1

+ C (1− 2C1)
)

2 (r2 + z2)
(

(r2 + z2)C1 + C
) .

Функция Q определяется из системы уравнений
(

Yr +
rY

r2 + z2

)

r√
r2 + z2

−Qz = 0, (16)

(

Yz +
zY

r2 + z2

)

r√
r2 + z2

+Qr = 0, (17)

где функция Y – любое решение уравнения (1) с ис-

ходным потенциалом u = 0.

Для примера рассмотрим следующие простые ре-

шения уравнения (1): 1, z, r2−2z2, 3zr2−2z3, 1√
r2+z2

.

Подставляя эти решения в формулы (15)–(17), полу-

чаем соответствующие решения уравнения (1) с по-

тенциалом (14):

Ỹ1 =
(1 + 2C1)

(

r2 + z2
)C1

+ (1− 2C1)C
√
r2 + z2

(

(r2 + z2)
C1 + C

) ,

Ỹ2 =
(1− 2C1)

(

r2 + z2
)C1

+ (1 + 2C1)C

(r2 + z2)C1 + C
,

Ỹ3 =
z
(

(3− 2C1)
(

r2 + z2
)C1

+ (3 + 2C1)C
)

(r2 + z2)C1 + C
,

Ỹ4 =

=

(

r2 − 2z2
)

(

(5− 2C1)
(

r2 + z2
)C1

+ (5 + 2C1)C
)

(r2 + z2)
C1 + C

,

Ỹ5 =
z
(

(3 + 2C1)
(

r2 + z2
)C1

+ (3− 2C1)C
)

(r2 + z2)
3/2
(

(r2 + z2)
C1 + C

) .

В свою очередь потенциал (14) может быть ис-

пользован в качестве исходного потенциала для

новых преобразований. Для двумерного уравнения

Шредингера в декартовых координатах в работе

[17] было показано, что для получения несингуляр-

ных потенциалов эффективным является двукрат-

ное применение классического преобразования Му-

тара. Аналогично, в случае цилиндрических коор-

динат для получения несингулярных потенциалов

эффективно двукратное обобщенное преобразование

Мутара [1], которое имеет вид:

˜̃u = u− 2
∂2 ln (F )

∂r2
− 2

∂2 ln (F )

∂z2
=

= u+ 2

(

∂Y2

∂z

)(

2r
∂Y1

∂r
+ Y1

)

F−1 −

− 2

(

∂Y1

∂z

)(

2r
∂Y2

∂r
+ Y2

)

F−1 +

+ 2r2
(

∂Y2

∂r
Y1 − Y2

∂Y1

∂r

)2

F−2 +

+ 2r2
(

∂Y2

∂z
Y1 − Y2

∂Y1

∂z

)2

F−2, (18)

где F удовлетворяет совместной системе уравнений

∂

∂z
F = r

(

∂Y2

∂r
Y1 − Y2

∂Y1

∂r

)

, (19)

∂

∂r
F = −r

(

∂Y2

∂z
Y1 − Y2

∂Y1

∂z

)

, (20)

функции Y1 и Y2 являются решениями уравнения (1)

с исходным потенциалом u.

Чтобы избежать громоздких формул, рассмот-

рим простой случай C1 = 1. В этом случае исходный

потенциал (14) имеет вид

u = − 8C

(r2 + z2 + C)
2 . (21)
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Для примера рассмотрим Ỹ1 и Ỹ2 при C1 = 1 в

качестве решений исходного уравнения:

Y1 =
3
(

r2 + z2
)

− C√
r2 + z2 (r2 + z2 + C)

, Y2 =
r2 + z2 − 3C

r2 + z2 + C
.

Из уравнений (19)–(20) получаем

F =
z√

r2 + z2
+K,

где K – произвольная константа. Затем по формуле

(18) получаем новый решаемый потенциал

˜̃u = − 8C

(r2 + z2 + C)
2 +

+
2
(

Kz +
√
r2 + z2

)

(

z +
√
r2 + z2K

)2 √
r2 + z2

. (22)

Для второго примера в качестве решений исход-

ного уравнения рассмотрим Ỹ2 и Ỹ3 при C1 = 1:

Y1 =
r2 + z2 − 3C

r2 + z2 + C
, Y2 =

z
(

r2 + z2 + 5C
)

r2 + z2 + C
.

Из уравнений (19)–(20) получаем

F =
r4 +

(

z2 − 15C
)

r2

r2 + z2 + C
+K,

где K – произвольная константа. По формуле (18)

получаем еще один новый решаемый потенциал

˜̃u = 4N/
(

r4 +
(

z2 +K − 15C
)

r2 +K
(

z2 + C
))2

,

N =
(

r2 −K
) (

r2 + z2
)2 −

− C
(

30z2 + 22K − 225C
)

r2 +

+KC
(

14z2 − 2K + 15C
)

. (23)

Этот потенциал не имеет сингулярностей при C > 0,

K ≥ 15C.

Рассмотренные примеры показывают, что, ком-

бинируя нелокальное преобразование Дарбу и обоб-

щенное преобразование Мутара, можно получать но-

вые примеры решаемых потенциалов для стационар-

ных аксиально-симметричных уравнений Шрединге-

ра и Гельмгольца. При этом для нелокального пре-

образования Дарбу нетривиальным шагом является

поиск частных решений системы нелинейных урав-

нений, в то время как обобщенное преобразование

Мутара требует лишь выбора точного решения ис-

ходного уравнения.
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