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Молекулярно-динамическое моделирование алюминия показало значительный рост колебательной

энтропии формирования межузельных дефектов в гантельной конфигурации вблизи температуры плав-

ления Tm. На этой основе, совместно с оценкой концентрации дефектов такого типа в расплаве тремя

независимыми методами, определена конфигурационная составляющая энтропии дефектной системы и

сделан вывод о том, что около 70% полной энтропии плавления (и, соответственно, теплоты плавления),

наблюдаемой в эксперименте, может быть интерпретировано как результат генерации межузельных ган-

телей при T = Tm.
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Введение. Микроскопический механизм плавле-

ния веществ является одной из фундаментальных

проблем физики конденсированного состояния. Ис-

тория ее изучения начинается с работы Линдема-

на, опубликованной в 1910 г., в которой был пред-

ложен одноименный критерий плавления [1]. Одна-

ко, несмотря на многочисленные попытки решения

этой проблемы в течение более ста лет, микроскопи-

ческий механизм плавления даже элементарных ве-

ществ остается дискуссионным. Один из последних

обзоров моделей плавления представлен в работе [2].

Важнейшим термодинамическим параметром

плавления является энтропия плавления – разность

энтропий жидкой и твердой фазы. Интересный факт

состоит в том, что энтропия плавления элементов

Периодической системы в расчете на атом близка к

1.2kB (kB – постоянная Больцмана) лишь с некото-

рыми относительно небольшими отклонениями [3].

Это соотношение известно как “правило Ричардcа”

[3, 4]. Оценка отдельных составляющих энтропии

плавления ряда металлов (Au, Cu и др.) показа-

ла, что значительная часть скачка энтропии при

плавлении обусловлена изменением колебательного

спектра атомов [5]. Можно отметить, что еще модель

Мотта–Френкеля (1934 г.) предполагала, что основ-

ная причина изменения энтропии в точке плавления

имеет колебательную природу [6]. Известно также,

что для многих металлов относительное изменение

объема при плавлении пропорционально энтропии

плавления [7].

1)e-mail: konchakov.roman@gmail.com

Многие теоретические представления о плавле-

нии строятся на предполагаемой связи плавления

с дефектами кристаллической решетки. Так, Френ-

кель еще в 1920-х гг. прошлого века предложил ва-

кансионную модель плавления [8]. Слейтером было

однако позднее показано [9], что если интерпрети-

ровать энтропию плавления как результат генера-

ции вакансий, то их концентрация при температу-

ре плавления Tm для меди должна быть около 50 %,

что нереалистично. Существуют и другие возраже-

ния против такого подхода [10, 4].

Тем не менее, идея о связи плавления с дефекта-

ми кристаллической решетки развивалась во многих

работах. При этом рассматривались пары Френкеля,

отдельно межузельные атомы и их кластеры, комби-

нации различных дефектов и роль дефектов в спус-

ковых механизмах, вызывающих плавление [10–16].

Среди всех представлений, связывающих плавле-

ние с дефектами, наиболее обоснованной нам пред-

ставляется Межузельная теория (МТ) Гранато [17,

18]. Основным объектом МТ являются межузельные

гантели – межузельные атомы в наиболее устойчивой

гантельной конфигурации (два атома, стремящиеся

занять один и тот же узел решетки), возникающей во

всех основных кристаллических решетках. При этом

одним из главных свойств этих дефектов является

высокая энтропия формирования. Механизм плавле-

ния с точки зрения МТ состоит в лавинообразной ге-

нерации межузельных гантелей, концентрация ci ко-

торых определяется энергией формирования Гиббса

Gf
i и может быть описана стандартным соотноше-

нием
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ci ≈ exp

(

− Gf
i

kBT

)

= exp

(

−Hf
i − TSf

i

kBT

)

, (1)

где Hf
i и Sf

i – энтальпия и энтропия формирова-

ния межузельных гантелей соответственно. С ростом

температуры T имеет место значительное уменьше-

ние Gf
i , во-первых, за счет уменьшения энтальпии

формирования Hf
i вследствие диаэластического эф-

фекта (экспоненциального уменьшения модуля сдви-

га с ростом ci) [17, 19]. Во-вторых, с ростом тем-

пературы колебательная часть энтропии формиро-

вания межузельных гантелей тоже растет, как бу-

дет показано ниже. Оба эффекта вызывают быст-

рый рост ci. Гранато полагал, что практически вся

энтропия плавления (т.е. ≈ 1.2kB в расчете на атом)

связана с межузельными гантелями [4]. МТ позво-

лила термодинамически обосновать существование

перегретого кристалла и переохлажденного распла-

ва [17], количественно объяснить критерий Линдема-

на, одноименное эмпирическое правило плавления,

корреляцию между температурой плавления и мо-

дулем сдвига [20], особенности высокотемпературной

теплоемкости дефектных кристаллов [21], некоторые

свойства переохлажденных и равновесных расплавов

[4, 20], а также целый ряд релаксационных явлений

в замороженных расплавах – металлических стеклах

[22].

Между тем, оценки Гранато [4, 17, 18] носят в зна-

чительной степени качественный характер, а необхо-

димые численные параметры были взяты в основном

для меди. Поскольку МТ в целом дает ряд принципи-

ально важных результатов как для простых метал-

лов, так и для металлических стекол, ее базовые ги-

потезы и количественные оценки нуждаются в мно-

госторонней проверке. Цель настоящей работы – по-

казать посредством молекулярно-динамического мо-

делирования алюминия, что значительный вклад в

энтропию плавления действительно обусловлен меж-

узельными гантелями. Это в первую очередь важно

для понимания микроскопического механизма плав-

ления простых металлов.

Методика моделирования. Молекулярно-

динамические расчеты были выполнены в пакете

LAMMPS [23] с межатомным потенциалом из ра-

боты [24], который ранее уже был использован

нами при исследовании диаэластического эффекта

в алюминии [19]. Размер модельной системы был

выбран довольно малым – 4000 атомов (10× 10× 10

трансляций элементарной ячейки). Несмотря на

то, что уменьшение размера модельной системы

приводит к более грубой оценке ее колебательной

энтропии [25], такой методический прием необходим

для того, чтобы избежать самопроизвольной генера-

ции равновесных пар Френкеля до как можно более

высоких температур. Температура плавления Tm

для модели составила 898 К [19]. Максимальная тем-

пература, при которой удалось оценить энтропию

формирования межузельных гантелей, оказалась

равной 880 К.

Межузельные гантели вносились в систему при

T = 0K в случайные узлы решетки, но так, что-

бы они не занимали соседние узлы. Затем выпол-

нялся нагрев и уравновешивание системы при за-

данной температуре и нулевом внешнем давлении.

Для расчета колебательной энтропии при заданной

температуре модельная система сначала уравнове-

шивалась в течение 0.2 нс (с шагом интегрирования

по времени 2 фс), а затем вычислялась автокорре-

ляционная функция скорости. Колебательная плот-

ность состояний (VDoS) g(ν) вычислялась как квад-

рат модуля преобразования Фурье автокорреляцион-

ной функции скорости, а расчет колебательной эн-

тропии выполнялся по формуле [25]

Sv/kB = 3

∫ ∞

0

g(ν)[(n+ 1) ln(n+ 1)− n · lnn]dν, (2)

где n(ν) = 1/ exp(hν/kBT−1) и h – постоянная План-

ка. При расчете Sv для каждой конфигурации мо-

дельной системы проводилось усреднение 50-ти ко-

лебательных спектров VDoS.

Средняя колебательная энтропия системы с де-

фектами, определявшаяся по формуле (2), при ма-

лых ci может быть представлена как

<Sv>= S0
v + ciS

f
i , (3)

где S0
v – средняя колебательная энтропия атомов

идеальной решетки и Sf
i – колебательная энтро-

пия формирования межузельной гантели. Для опре-

деления Sf
i при заданной температуре достаточно

построить зависимость средней энтропии на атом

<Sv> от концентрации ci и вычислить ее угловой

коэффициент

Sf
i =

d <Sv>

dci
, (4)

представляющий собой колебательную энтропию

формирования дефекта.

Cогласно МТ [17, 18], энтропию расплава мож-

но рассматривать как энтропию кристалла, содержа-

щего достаточно большое количество межузельных

гантелей. Если Sm – средняя колебательная энтро-

пия на атом в расплаве, то изменение колебатель-

ной энтропии при плавлении ∆Si
v в расчете на атом,
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обусловленное только генерацией межузельных ган-

телей, можно представить как

∆Si
v = Sm − S0

v = ciS
f
i , (5)

где ci – концентрация межузельных гантелей в точке

плавления.

Результаты моделирования и обсуждение.

На рисунке 1 в качестве примера показана зависи-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимость средней коле-

бательной энтропии на атом < Sv > от концентрации

межузельных гантелей ci в алюминии при T = 865K

мость колебательной энтропии <Sv> от концентра-

ции межузельных гантелей при T = 865 К. Согласно

уравнению (4), угловой коэффициент этой зависимо-

сти определяет колебательную энтропию формиро-

вания Sf
i = (6.5 ± 0.3)kB. Аналогичные вычисления

были проделаны для других температур в интервале

0.67 ≤ T/Tm ≤ 0.98.

На рисунке 2 показана рассчитанная колебатель-

ная энтропия идеальной решетки S0
v , а также пол-

ная энтропия кристалла, взятая по данным экспери-

мента [26]. Как и следовало ожидать, S0
v несколько

меньше полной экспериментальной энтропии и хо-

рошо воспроизводит ее температурную зависимость.

Подчеркнем, что увеличение размеров модели этот

результат не меняет. Колебательная энтропии фор-

мирования межузельных гантелей Sf
i /kB составляет

около 3.5 при низких температурах T/Tm ≈ 0.5 и

быстро увеличивается до ≈ 7 вблизи Tm.

Полученные результаты можно дополнить сле-

дующим анализом. В работе [19] были выполнены

прецизионные измерения температурной зависимо-

сти модуля сдвига C44 монокристалла Al и незави-

симо методом молекулярной динамики была рассчи-

тана температурная зависимость концентрации меж-

узельных гантелей ci. Энтальпия их формирования

определяется как Hf
i = α1ΩC44, где Ω – объем на

Рис. 2. (Цветной онлайн) Температурная зависимость

колебательной энтропии S0
v атомов идеальной решет-

ки (перечеркнутые кружки) и ее сравнение с полной

энтропией по данным эксперимента [26] (темные тре-

угольники) (левая ось), а также температурная зави-

симость энтропии формирования межузельной гантели

Sf
i , рассчитанная с помощью уравнений (4) (светлые

квадраты) и (1) (темные ромбы) (правая ось)

атом [19]. Тогда полную энтропию формирования

межузельных гантелей можно определить по форму-

ле (1), приняв рассчитанную для Al безразмерную

константу α1 = 0.78 (см. ниже). Результат расче-

та показан темными ромбами на рис. 2. Видно, что

в непосредственной близости к Tm полная энтропия

формирования составляет ≈ 8.9kB.

С другой стороны, в той же работе [19] было

получено значение полной энтропии формирования

межузельных гантелей, равное 22 kB за несколько

Кельвинов до Tm, что существенно больше значе-

ний, приведенных на рис. 2. Однако более поздний

анализ [27] показал, что прямая оценка Sf
i по фор-

муле (1), если не учитывать температурную зависи-

мость энтальпии формирования (что и предполага-

лось в [19]), дает значительно завышенное значение

энтропии формирования (как для межузельных ато-

мов, так и для точечных дефектов вообще). Анализ

литературных экспериментальных данных для Al с

учетом этой температурной зависимости дал значе-

ние полной энтропии формирования 7.1kB [27], что

хорошо соответствует показанным на рис. 2 данным

для предплавильных температур.

При низких температурах, когда миграция меж-

узельных гантелей практически отсутствует, коле-

бательную энтропию формирования можно оценить

по положениям характерных пиков VDoS атомов,

формирующих межузельную гантель. Рассчитанный

нами для таких условий спектр VDoS для атомов

межузельной гантели показан на рис. 3. Видны ха-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Колебательная плотность со-

стояний атомов межузельной гантели в алюминии при

T = 100K. Стрелками показаны резонансные и локаль-

ные частоты (ωR и ωL), а также частота Эйнштейна ωE

рактерные большие резонансные и локальные пики,

обусловленные синфазными и противофазными ко-

лебаниями атомов гантели на частотах ωR и ωL со-

ответственно. Колебательную энтропию формирова-

ния можно тогда оценить по формуле [18]

Sf
i /kB ≈ 5 ln

ωE

ωR
+ 6 ln

ωE

ωL
, (6)

где ωE – частота Эйнштейна, а коэффициенты 5 и 6

отражают число резонансных и локальных мод для

межузельных гантелей в ГЦК решетке соответствен-

но [28]. Подставляя значения частот ωR, ωL и ωE (см.

рис. 3), получаем колебательную энтропию формиро-

вания Sf
i /kB = 2.5, что хорошо согласуется с резуль-

татами нашего модельного расчета Sf
i при низких

температурах (рис. 2). Подчеркнем, что именно низ-

кочастотные резонансные колебательные моды меж-

узельных гантелей являются источником их высокой

энтропии и это обстоятельство фактически составля-

ет физическую основу МТ.

Помимо вышеизложенных данных по энтропии

формирования межузельных гантелей в Al, в лите-

ратуре нам известна только работа [29], где для до-

вольно малой системы из 256 атомов методом моле-

кулярной динамики показано, что при низких тем-

пературах Sf
i /kB = 5.9, а вблизи Tm увеличивается

до Sf
i /kB = 12.9, что в принципе качественно согла-

суется с нашими результатами. Авторы [29] отмеча-

ют, что рост энтропии формирования может являть-

ся проявлением ангармонизма межатомного взаимо-

действия, хотя детали такого механизма непонятны.

Какие-либо другие данные об энтропии формиро-

вания межузельных гантелей в алюминии нам неиз-

вестны, но для меди, имеющей ту же ГЦК решетку, в

литературе также указываются весьма большие зна-

чения Sf
i . Так, вышеуказанная работа [29] дает ко-

лебательную энтропию вблизи Tm, равную 17.6kB.

Приведенные в работе [30] оценки разными метода-

ми для меди дают значения Sf
i /kB ≈ 10 − 14, что

близко к значениям Sf
i /kB = 15±2, представленным

авторами [31]. Для сравнения отметим, что энтропию

формирования вакансий Sf
vac в металлах оценивают в

(1–2)kB [32]. Подчеркнем, однако, что соответствую-

щие расчеты выполнялись в приближении постоян-

ной энтальпии формирования Hf
vac (см., например,

[33]). Анализ экспериментальных данных для Al с

учетом температурной зависимости Hf
vac = f(T ) при-

водит к отрицательной энтропии формирования ва-

кансии Sf
vac/kB ≈ −1 [27].

В целом, с учетом вышеизложенных результатов

можно принять, что для Al колебательная энтро-

пия формирования межузельных гантелей Sf
i /kB ≈

≈ 8 вблизи Tm (рис. 2). Далее возникают вопросы о

том, чему равна конфигурационная и полная энтро-

пия системы межузельных гантелей, а также каков

вклад полной энтропии в экспериментально наблю-

даемую энтропию плавления. Для ответа на эти во-

просы необходимо оценить концентрацию межузель-

ных гантелей в расплаве. Отметим прежде всего,

что по данным работы [34] межузельные гантели в

результате плавления простого металла не теряют

свою индивидуальность, а в рамках МТ дефектный

кристалл и его расплав с энергетической точки зре-

ния отличаются только концентрацией межузельных

гантелей2). Концентрацию межузельных гантелей в

расплаве можно оценить следующими независимыми

способами.

Во-первых, можно использовать основное урав-

нение МТ, связывающее модуль сдвига C44 расплава

(или дефектного кристалла) с модулем сдвига мате-

ринского идеального кристалла Cperf
44 и концентраци-

ей межузельных гантелей ci [17, 18]:

C44 = Cperf
44 exp(−αβci), (7)

где α – безразмерный параметр порядка единицы,

связанный с полем деформации дефекта [35] и β –

безразмерная сдвиговая восприимчивость. Для даль-

нейших расчетов можно с хорошей точностью счи-

тать, что модули сдвига идеального и дефектного

кристалла вблизи Tm одинаковы. Значения модуля

Cperf
44 вблизи Tm, а также величину C44 непосред-

ственно после плавления Al можно взять из рабо-

2)Подчеркнем, что эта точка зрения нашла довольно убеди-
тельные экспериментальные подтверждения для заморожен-
ных расплавов – металлических стекол [36, 37].
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ты [38]. Результаты этой работы воспроизведены на

рис. 4, где представлены результаты молекулярно-

Рис. 4. (Цветной онлайн) Молекулярно-динамический

расчет температурной зависимости модуля сдвига C44

алюминия в твердом и жидком состояниях по данным

[38]. Отмечены значения C44 непосредственно до и по-

сле плавления

динамического расчета температурной зависимости

модуля сдвига Al до и после плавления. Из рисун-

ка 4 можно определить, что Cperf
44 = 14.9ГПа чуть

ниже Tm и C44 = 1.8ГПа чуть выше Tm. В пол-

ном согласии с МТ, модуль сдвига расплава являет-

ся малым, но ненулевым. Тогда, принимая значение

сдвиговой восприимчивости для алюминия β = 27

[19] (фактически в этой работе находилось произ-

ведение αβ, но предполагалось α = 1), с помощью

формулы (7) получаем искомую концентрацию меж-

узельных гантелей в точке плавления расплава ci =

= ln(14.9/1.8)/27 ≈ 0.078.

Второй способ оценки концентрации дефектов в

расплаве состоял в воспроизведении расчета Грана-

то, который был исходно выполнен для меди [17].

Гранато записал трансцендентное уравнение, даю-

щее изменение энергии Гиббса ∆G в зависимости от

концентрации межузельных гантелей и температу-

ры. Полученное уравнение (не приводится здесь вви-

ду громоздкости) содержит в качестве параметров

безразмерные величины α1 и α2, характеризующие

доли сдвиговой и дилатационной энергии в упругой

энергии межузельного дефекта, сдвиговую воспри-

имчивость β, модуль сдвига при нулевой температу-

ре C44(0), параметр Грюнайзена γ, а также харак-

терные частоты ωR, ωL и ωE спектра колебательной

плотности состояний межузельной гантели (см. вы-

ше). Для алюминия значение α1 было рассчитано

при нулевой температуре как α1 = Hf
i /(ΩC44(0) =

= 0.78, где Hf
i = 2.58 эВ – энтальпия формирова-

ния дефекта и C44(0) = 31.7ГПа [39]. Величина α2 =

= 0.03 была взята такой же, как и для меди, пара-

метр Грюнайзена γ = 2.47, объем на атом алюминия

Ω = 1.66 · 10−29 м3. Значения частот ωR, ωL и ωE

приведены выше.

Результаты расчета ∆G в отно-

сительных единицах по уравнению

f [∆G, ci, α1, α2, ωR, ωL, ωE, β, C44(0), γ] = 0 в зави-

симости от концентрации дефектов при различных

температурах показаны на рис. 5. При относительно

Рис. 5. (Цветной онлайн) Изменение энергии Гиббса

∆G алюминия в зависимости от температуры и концен-

трации межузельных гантелей. На вставке показана та

же зависимость вблизи начала координат в увеличен-

ном масштабе

низкой температуре T = 0.9Tm имеется только

один минимум энергии Гиббса, соответствующий

равновесной концентрации межузельных гантелей

в кристалле. Чуть ниже температуры плавления

(T = 0.98Tm) появляются два минимума ∆G, первый

отвечает равновесной концентрации дефектов в

кристалле (ci ≈ 9 · 10−4), а второй (менее глубокий)

при концентрации ci = 0.066 соответствует метаста-

бильному равновесию переохлажденного расплава.

При температуре плавления (T = Tm) сосуществуют

два минимума одинаковой глубины, что можно ин-

терпретировать как термодинамическое равновесие

кристалла с концентрацией дефектов ci = 0.003

и расплава с концентрацией дефектов ci = 0.081.

Выше температуры плавления (T = 1.05Tm) имеется

только один минимум энергии Гиббса, отвечающий

равновесному расплаву с концентрацией дефектов

ci = 0.098. Итак, этот расчет дает концентрацию

дефектов в точке плавления ci ≈ 0.08, что вполне

согласуется c расчетом Гранато для меди, который

дал ci ≈ 0.09 [17].

Наконец, третий реализованный нами способ
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оценки концентрации дефектов в расплаве состоял

в следующем. Как отмечалось выше, с термоди-

намической точки зрения расплав, в рамках МТ,

можно рассматривать как кристалл с большой

концентрацией дефектов. Можно предположить

поэтому, что основной рост объема при плавлении

обусловлен генерацией межузельных гантелей. Как

известно [7], относительное изменение объема при

плавлении алюминия ∆V/Vs ≈ 0.06, где Vs – объем

твердой фазы. С другой стороны, то же самое

изменение объема можно рассчитать по формуле

∆V/Vs = (ri − 1)ci, где ri – так называемый релак-

сационный объем, характеризующий относительное

изменение объема при формировании межузельной

гантели и равный 1.76 для алюминия [40]. С учетом

изложенного получаем концентрацию дефектов

в расплаве ci = 0.06/0.76 ≈ 0.079, что хорошо

согласуется с вышеприведенными оценками.

Таким образом, три независимые оценки дают

практически одинаковую концентрацию межузель-

ных гантелей в кристалле ci ≈ 0.08. Теперь можно

оценить полный вклад этих дефектов в энтропию

плавления как сумму колебательной ∆Si
v и конфи-

гурационной Si
c составляющих:

∆Si
m = ∆Si

v + Si
c, (8)

где колебательная компонента ∆Si
v определяется со-

отношением (5), а конфигурационная составляющая

Si
c может быть оценена как Si

c/kB = ci(1+ln 3
ci
) (мно-

житель 3 соответствует трем возможным ориентаци-

ям межузельной гантели в ГЦК решетке)[18]. Тогда

подстановка в (8) значений ci = 0.08 и Si
v/kB = 8 (см.

выше) дает полное изменение энтропии в расчете на

атом, связанное с генерацией межузельных гантелей

при плавлении алюминия, равное ∆Si
m ≈ 1.0kB. При-

мерно две третьих этой величины составляет колеба-

тельная и одну треть – конфигурационная составля-

ющая энтропии системы межузельных дефектов.

С другой стороны, как видно из рис. 2, экспери-

мент показывает рост полной энтропии на атом при

плавлении на ∆Sexp
m /kB = 8.57 − 7.19 = 1.38. Мож-

но заключить, таким образом, что около 70 % на-

блюдаемой в эксперименте энтропии плавления (и,

соответственно, такая же часть теплоты плавления

Qm = Tm∆Sexp
m ) может быть интерпретирована как

результат генерации межузельных атомов в гантель-

ной конфигурации при температуре плавления.

Проведенный расчет является, конечно, прибли-

женным, но вполне очевидно показывает важней-

шую роль межузельных дефектов в процессе плавле-

ния, в соответствии с Межузельной теорией. Можно

ожидать, что этот вывод будет справедлив для про-

стых металлов в целом.

Заключение. Методом молекулярной динамики

показано, что колебательная энтропия формирова-

ния межузельных гантелей в алюминии увеличива-

ется с температурой от Sf
i /kB ≈ 3.5 при T/Tm =

= 0.65 (Tm – температура плавления) до примерно

Sf
i /kB ≈ 7 непосредственно вблизи Tm. Тремя неза-

висимыми способами оценена концентрация этих де-

фектов в расплаве при T = Tm, которая составила

ci ≈ 0.08. Это позволило рассчитать колебательную

и конфигурационную составляющие энтропии фор-

мирования дефектов межузельного типа. Показано,

что эта энтропия составляет около 70 % от полной

энтропии плавления алюминия, наблюдаемой в экс-

перименте. Сделан вывод о том, что генерация меж-

узельных дефектов играет важнейшую роль в про-

цессе плавления.

Работа поддержана грантом Российского научно-

го фонда # 20-62-46003.
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