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Предложена и исследована “гибридная” атомарно-оптическая схема интерферометра-гироскопа. Ее

основой служит кольцевая конфигурация атомарного конденсата Бозе–Эйнштейна (ВЕС), нарушенная в

некотором участке дополнительным потенциальным барьером или ямой. Этот дефект кольцевой конфи-

гурации создается пучком нерезонансного излучения, дисперсионно взаимодействующего с попадающи-

ми в его область атомами. Пучок распространяется по одному из путей интерферометра Маха–Цандера.

Вращение системы отсчета гирометра из-за наличия дефекта кольцевой структуры модифицирует состо-

яние конденсата, а тот, в свою очередь, меняет условия интерференции излучения, взаимодействующего

с атомами. В отличие от известных нам идей использования ВЕС в гирометрии, предусматривающих

разрушение конденсата для непосредственного наблюдения его интерференции, предлагаемая схема в

идеале функционирует без потери атомов конденсатом. Для реалистичных условий сделаны оценки эф-

фективности схемы.
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Введение. С развитием технологии создания и

контроля атомарного конденсата Бозе–Эйнштейна

(Bose–Einstein condensate – ВЕС) [1] появилась воз-

можность его использования в перспективных схе-

мах квантовых гироскопов. В работе [2] предсказа-

на прецессия конденсата с изначально приготовлен-

ным вихрем в результате вращения удерживающего

потенциала. Вращение может приводить к наклону

полос в картине интерференции фрагментов едино-

го конденсата [3]. Взаимодействие между атомами в

конденсате может оказаться не мешающим факто-

ром, а основой достижения гейзенберговского пре-

дела в точности детектирования слабого вращения

[4]. Достижение этого предела составляет главную

цель квантовой метрологии [5]. В работе [6] иссле-

дуется возможность достижения гейзенберговского

предела в ВЕС-гирометре за счет естественной мно-

гочастичной зацепленности в конденсате. Возмож-

ность создания суперпозиции встречных движений

конденсата в кольцевом удерживающем потенциа-

ле также может оказаться перспективной в кванто-

вой гирометрии [7]. В [8] проведен сравнительный

анализ различных экзотических состояний конден-

сата для повышения точности гирометра. Обзор эф-

фектов, связанных с коллективными возбуждения-

ми бозе-конденсата в трехмерной и квази-двумерной

геометрии, приведен в [9].
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Во всех известных нам схемах атомарной кван-

товой гирометрии присутствует прямая регистра-

ция интерференции волн материи. Если в схеме фи-

гурирует атомарный конденсат, это предполагает

его разрушение и потерю атомов. Весьма желатель-

но иметь альтернативную схему квантового гиро-

метра, использующую макроскопическую простран-

ственную когерентность атомарного конденсата, но

не разрушающую его в процессе регистрации вра-

щения (термин “гирометр” будет использоваться как

синоним “гироскопа”). Такая схема предлагается в

настоящей работе. Вращение системы отсчета гиро-

метра модифицирует состояние конденсата, а тот, в

свою очередь, меняет условия интерференции излу-

чения, нерезонансно взаимодействующего с атомами.

Роль излучения при этом оказывается двоякой: оно

не только позволяет определить угловую скорость

вращения через модификацию картины интерферен-

ции, но и обеспечивает чувствительность конденсата

к факту вращения через трансформацию удержива-

ющего его потенциала.

Модель. Схема гибридного гирометра приведе-

на на рис. 1. В одном из плеч оптического интерферо-

метра Маха–Цандера (Mach–Zehnder interferometer –

MZI) размещен кольцевой резонатор, внутренний

пучок которого пересекает торообразную ловушку

с атомарным конденсатом. Присутствие резонатора

помогает построению пучка нужной конфигурации и

интенсивности. Способ формирования ловушки (на-
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пример, средствами SLM-технологии [10]) не отра-

жен в приведенной схеме. Будем пренебрегать ради-

усом образующей окружности тора по сравнению с

расстоянием от ее центра до оси вращения, т.е. эф-

фективно полагать его одномерным кольцом ради-

уса R. Атомарные бозе-конденсаты в одномерных и

квазиодномерных потенциалах являются весьма по-

пулярной моделью при изучении свехтекучести в ма-

лоразмерных системах [11–15]. Кроме того, мотива-

ция к изучению одномерных моделей продиктована

также прогрессом в направлении их эксперименталь-

ной реализации [16–18]. Важно, что пучок резона-

тора вносит дополнительный вклад в потенциал ло-

вушки [19]. В результате кольцо оказывается нару-

шенным потенциальным барьером или ямой. Этот

дефект, как будет показано далее, делает состояние

конденсата чувствительным к вращению системы от-

счета всей установки2). В схеме на рис. 1 плоскость

Рис. 1. (Цветной онлайн) Принципиальная схема

атомно-оптического гирометра

2)Детектором вращения оказывается BEC. Этим предлага-
емая схема отличается от идеи гибридного гирометра [20],
где регистрирующим элементом является оптическая петля
Саньяка. Ансамбль атомов входит в конструкцию делите-
ля/объединителя оптических пучков.

интерферометра и кольца с конденсатом ортогональ-

ны. Когда направление вектора Ω угловой скорости

вращения нормально плоскости кольца, ожидаемый

эффект максимален. Конденсат в настоящей рабо-

те полагается идеальным и описывается в терминах

единой для всех атомов волновой функции частицы в

кольце с дополнительным локализованным потенци-

алом. Он имеет конечный размер. Будет, однако, по-

казано, что хорошим приближением может служить

более простая модель с точечным сингулярным по-

тенциалом. Уравнение для волновой функции стаци-

онарного состояния запишем в безразмерном виде:

Ψ′′(ϕ) − 2ıξΨ′(ϕ) + EΨ(ϕ) = 0. (1)

Здесь ϕ – угловая координата на одномерном

кольце; E – обезразмеренная энергия, а параметр ξ =

= mR2Ω/~ учитывает вращение. Уравнение (1) запи-

сано во вращающейся системе отсчета. Известно, что

в этом случае к гамильтониану атома на кольце до-

бавляется слагаемое −M̂ ·Ω, где M̂ – оператор угло-

вого момента [21]. Это породило второй член в левой

части (1). Сингулярный потенциал локализован в

точке ϕ = 0. Он непосредственно не входит в (1), где

предполагается, что 0 < ϕ < 2π. Наличие сингуляр-

ного потенциала следует учесть в рамках известного

приема [22], полагая непрерывность волновой функ-

ции в нуле: limε→+0 Ψ(ε) = limε→+0 Ψ(2π−ε) .= Ψ(0),

и заданную величину скачка ее первой производной:

limε→+0(Ψ
′(ε)−Ψ′(2π− ε)) = uΨ(0). В последнее со-

отношение входит параметр u, характеризующий ве-

личину потенциала (u > 0 в случае барьера и u < 0

в случае ямы).

Изменение числа атомов в области потенциала,

определяющее сдвиг выходного сигнала MZI из-за

вращения, пропорционально разности

∆(ξ, u)
.
= |Ψ(0)|2

∣

∣

∣

∣

ξ 6=0

− |Ψ(0)|2
∣

∣

∣

∣

ξ=0

. (2)

Фундаментальной системой решений (1) являются

плоские волны

Ψ(ϕ) = Ψ+e
ıκ+ϕ +Ψ−e

ıκ−ϕ (3)

с волновыми векторами

κ± = ξ ±
√

E + ξ2. (4)

Возможны два режима, соответствующие положи-

тельному или отрицательному знаку подкоренного

выражения: E > −ξ2 или E < −ξ2. Второй имеет

место при достаточно глубокой яме.

Приведенные далее выражения записаны для

случая E > −ξ2. Переход ко второму случаю
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осуществляется формальной заменой
√

E + ξ2 →
→ ı

√

−E − ξ2. Из условий в точке ϕ = 0 возникает

уравнение на E :

u sin 2π
√

E + ξ2 = 2
√

E + ξ2
(

cos 2πξ−cos 2π
√

E + ξ2
)

.

(5)

Нас интересует энергия основного состояния ато-

мов. Зависимость этой энергии от величины потен-

циального барьера (ямы) приведена на рис. 2. Расчет

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость энергии основ-

ного состояния от параметра потенциала u при ξ =

= 0.392 в случае сингулярного (сплошная линия) и

прямоугольного (пунктир) потенциалов. В последнем

случае угловой размер области потенциала 2δ = 0.1 и

его величина U = u/2δ

выполнен для атома 87Rb, R = 0.2 см и угловой ско-

рости Ω = 0.727 · 10−4 c−1 вращения Земли вокруг

своей оси. Параметр ξ оказывается равным 0.392.

Выделенная на рис. 2 точка E = −ξ2 соответствует

пограничному значению между режимами и имеет

место при

u∗ =
1

π
·
(

cos 2πξ − 1
)

. (6)

Для вычисления |Ψ(0)|2 необходимо знание E и нор-

мировки волновой функции. Универсальное (спра-

ведливое для всех режимов) выражение в терминах

κ± имеет вид

|Ψ(0)|2 =
1− cos 2π(κ+ − κ−)

2π
×

×
[

(1− cos 2πκ−) ·
(

1 +
sin 2πκ+

2π(κ+ − κ−)

)

+

+ (1 − cos 2πκ+) ·
(

1 +
sin 2πκ−

2π(κ− − κ+)

)

]−1

. (7)

Целесообразно искать экстремальное значение ве-

личины ∆(ξ, u) из (2) как функции u для получения

наибольшего сдвига на выходе MZI. Такой оптимум

действительно существует и при выбранном значе-

нии ξ располагается вблизи u ∼ −1 (см. рис. 3). Тот

факт, что оптимум имеет место для ямы, согласует-

ся с простыми физическими соображениями3). Про-

ход кривой на рис. 3 через начальную точку осей де-

монстрирует отмеченное во Введении появление чув-

ствительности конденсата к вращению только при

ненулевом значении u.

Рис. 3. Разность плотностей ∆(ξ, u) в месте разрыва

кольцевой конфигурации как функция от u при ξ =

= 0.392

Модель сингулярного потенциала является иде-

ализацией случая распределенного потенциала. Его

простейший вариант – прямоугольный потенциал ве-

личины U на интервале −δ < ϕ < δ. Теперь вместо

(2) необходимо знать величину

∆̃(ξ, U, δ) =
1

2δ
·
∫ δ

−δ

[

|Ψ(ϕ)|2
∣

∣

∣

∣

ξ 6=0

− |Ψ(ϕ)|2
∣

∣

∣

∣

ξ=0

]

dϕ.

(8)

Задача сводится к сшивке решений уравнения Шре-

дингера внутри и снаружи области потенциала.

Условие непрерывности волновой функции и ее пер-

вой производной на границах области потенциала да-

ет

(

2(ξ2 + E)− U
)

· sin[2(δ − π)
√

ξ2 + E ]
√

ξ2 + E
×

× sin[2δ
√

ξ2 + E − U ]
√

ξ2 + E − U
= 2 cos 2πξ −

− 2 cos[2(δ − π)
√

ξ2 + E ] · cos[2δ
√

ξ2 + E − U ]. (9)

Вычисление интересующей нас вероятности (8) не

представляет принципиальной сложности, однако

3)Если оптимум есть, то он, скорее всего, должен отвечать
яме, притягивающей атомы; однако, глубина этой ямы не мо-
жет быть слишком большой, поскольку тогда основная часть
атомов окажется локализованной, и утратится чувствитель-
ность к вращению. Характерным масштабом глубины ямы яв-
ляется, очевидно, u∗, поскольку эта величина, согласно (6),
отделяет режим глубокой ямы от неглубокой.

Письма в ЖЭТФ том 113 вып. 3 – 4 2021



Гибридная атомарно-оптическая квантовая гирометрия 215

приводит к весьма громоздким выражениям. Ко-

гда ширина рассматриваемого потенциала достаточ-

но мала, 0 < δ ≪ 1, соотношение (9) можно привести

к виду

δ
(

U − 2(ξ2 + E)
)

· sin 2π
√

ξ2 + E =

=
√

ξ2 + E ·
(

cos 2πξ − cos 2π
√

ξ2 + E
)

. (10)

Если предположить, что ξ2 + E ≪ U для основного

уровня энергии, то полученное уравнение оказыва-

ется идентичным уравнению (5) для случая сингу-

лярного потенциала при условии 2δU = u. Обосно-

ванность сделанных приближений можно проверить,

сравнив энергии основных состояний в случае сингу-

лярного и прямоугольного потенциалов, рассчитан-

ные согласно выражениям (5) и (9) соответственно,

при соблюдении упомянутого условия (рис. 2). Как

видно, практически полное совпадение графиков га-

рантирует возможность использовать более простые

соотношения, полученные для сингулярного потен-

циала для анализа достаточно узкого потенциала

прямоугольной формы. Это позволяет полагать

∆̃(ξ,
u

2δ
, δ) = ∆(ξ, u). (11)

В приведенных ниже оценках 2δ = 0.1, и использу-

ется модель с сингулярным потенциалом.

Обсуждение. Интерферометр должен обнару-

жить фазовый сдвиг, вносимый кольцевым резонато-

ром, чья мода взаимодействует с конденсатом. Точ-

нее, должна быть зарегистрирована реакция этого

фазового сдвига на вращение. Рассмотрим условия

этой регистрации. В отсутствие конденсата ампли-

туда моды резонатора αint связана с α0, амплитудой

волны, падающей на зеркало входа-выхода резонато-

ра, соотношением

αint =

√
Tα0

1−
√
1− Teıφ

, (12)

где T – коэффициент пропускания зеркала, φ =

2πl/λ (l – длина резонатора, λ – длина волны излуче-

ния). Для амплитуды волны α1 между резонатором

и выходным делителем пучка MZI имеем

α1 =
eıφ −

√
1− T

1−
√
1− Teıφ

α0. (13)

Видно, что помимо набега фазы из-за тривиально-

го удлинения пути пучка при его распространении в

резонаторе (к этому все сведется при T = 1, т.е. при

убранном зеркале входа-выхода резонатора), ампли-

туда α1 относительно α0 несет дополнительную фазу

Θ(φ) = 2 arg

(

1−
√
1− Te−ıφ

)

. (14)

Рассмотрим модификацию αint из-за взаимодей-

ствия резонаторной моды с конденсатом. Для про-

стоты будем далее полагать exp(ı2πl/λ) = 1. В моде-

ли фотонной моды резонатора, возбуждаемой клас-

сическим гармоническим источником и контролиру-

емой спонтанной потерей фотонов со скоростью ν,

дисперсионное взаимодействие с конденсатом сво-

дится к замене ν 7→ ν+ ıµ, где µ = NU/~ и N – число

атомов в области пучка резонатора [23–25]. Частота ν

связана с коэффициентом отражения зеркала входа-

выхода резонатора:
√
1− T = e−νl/c. (15)

Предполагая универсальность преобразования ν 7→
7→ ν + ıµ, мы приходим к соотношению (13) с φ =

−µl/c.
Интерферометр должен быть способен зареги-

стрировать разницу Θ(φξ)−Θ(φ0) (эффект вращения

можно включать и выключить выбором ориентации

нормали к плоскости кольцевой ловушки с конден-

сатом относительно Ω). При

µ . ν ≪ c

l
(16)

из (14) и (15) следует Θ ≃ −2NU/~ν. Часть па-

раметров можно конкретизировать. При оптималь-

ном значении u ≃ −1 и δ = 0.05 необходимая ин-

тенсивность поля резонаторной моды такова, что

|U | ∼ 5~2/2mR2. Для конденсата атомов 87Rb и вы-

бранного значения R получаем |U |/~ ∼ 0.4 · 10−3 c−1.

Вычисления дают для атомов в области потенциала

N ∼ 10−1Ntot. Будем ориентироваться на Ntot ∼ 106.

Такое число атомов в конденсате уверенно дости-

гается в современных экспериментах. Левое усло-

вие (16) оказывается выполненным при ν & 102 c−1.

Верхнюю границу ν (помимо правого неравенства

в (16), требующего достаточную малость коэффи-

циента пропускания T ) можно оценить из условия

надежной регистрации вращения. Если Θmin – ми-

нимальная обнаружимая разность фаз, необходимо

Θmin . |U |N∆/~ν. Из рисунка 3 следует ∆ ≃ 0.1.

Получаем ν . 4/Θmin c−1. Множество допустимых

значений ν не является пустым при Θmin . 0.04.

Отметим используемые приближения. Как уже

подчеркивалось, отброшено межатомное взаимодей-

ствие в конденсате. Усложнив модель, его можно

учесть в рамках подхода Гросса–Питаевского. Се-

рьезным упрощением является подход к конденсату

как к чисто динамической (изолированной) систе-

ме. Несмотря на то, что непосредственно наблюда-

емой является оптическая интерференция, атомар-

ный конденсат через взаимодействие с излучени-

ем приобретает черты открытой квантовой системы.
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Возникает обмен информации конденсата с окруже-

нием. Конденсат не теряет атомы, как в других схе-

мах гирометров на волнах материи, но его макро-

скопическая пространственная когерентность моди-

фицируется и в общем случае деградирует, т.е. ока-

зывается ресурсом. В приведенном выше рассмот-

рении важную роль играет комбинация интеграль-

ных величин (8). В терминах одноатомной волновой

функции это разница вероятностей того, что атом

окажется внутри области потенциала с вращением

и без него. В произведении с Ntot получается раз-

ность соответствующих средних чисел атомов в этой

области. Для описания процесса декогеренции сле-

дует заменить эти средние на операторы. А именно,

последовательное введение операторов b̂ и b̂†, уни-

чтожающих и рождающих атом в области потенци-

ала, позволяет не только построить оператор числа

атомов в этой области, но и описать их миграцию

внутри кольца и модификацию этой миграции при

вращении. Примечательно, что как амплитуда мо-

ды резонатора, так и амплитуды пучков на выходе

интерферометра приобретают через фазовый сдвиг,

пропорциональный b̂†b̂, операторную природу по от-

ношению к состоянию конденсата. В других отноше-

ниях оптические поля остаются классическими. Та-

кой подход использован в [26–28]. Более последова-

тельная модель должна изначально формулировать-

ся в терминах квантованного светового поля, как это

сделано в [25].

Заметим, что поскольку величина потенциала U

пропорциональна |αint|2, соотношение (12) с φ =

= −NUl/c~ формально является неявным уравнени-

ем на |αint|. В определение φ входит также число N ,

которое, в свою очередь, определяется из решения

уравнения Шредингера с потенциалом U . Поэтому,

строго говоря, вся модель гирометра предполагает

поиск согласованного решения. Однако, при условии

(16) это обстоятельство можно не принимать во вни-

мание.

Отмеченная выше необходимость построения ки-

нетической модели с картиной миграции атомов кон-

денсата диктуется также потребностью исследовать

параметры стабильности гибридного гирометра (рас-

считать девиацию Аллана). В рамках представлен-

ной модели гирометра можно сделать только про-

стейшие оценки его точности и чувствительности.

Наиболее интересным в физическом плане источни-

ком шума являются флуктуации числа атомов в пуч-

ке. Среднее число атомов, как указывалось, N ∼
∼ 0.1Ntot, т.е. под действием потенциала область

пучка на окружности эффективно увеличилась с

2δ = 0.1 до 0.2π радиан. Предполагая пуассонову

статистику числа атомов в области, для используе-

мых значений ∆ и Ntot имеем SNR ∼ 30 (отношение

индуцированного вращением сдвига картины интер-

ференции к шуму). Величина |∂∆/∂Ω|, взятая для

используемых в работе параметров, дает относитель-

ную ошибку измерения угловой скорости вращения

Земли: δΩ/Ω ≃ 0.08. В контексте обсуждения точ-

ности и чувствительности различных схем гиромет-

рии на основе BEC следует упомянуть работу [29]. В

ней экспериментально исследована возможность до-

стижения чувствительности системы к вращению за

счет интерференции звуковых волн, распространя-

ющихся в противоположных направлениях в торои-

дальном конденсате. Как и в настоящей работе, схе-

ма [29] не предполагает потерю атомов конденсата

при измерении вращения. Наиболее корректно срав-

нивать оценки, полученные из математических моде-

лей обеих схем. Относительная ошибка при измере-

нии угловых скоростей вращения ∼ 10−4 c−1 (как и

в нашей работе), полученная в модели [29], составля-

ет ∼ 1. В эксперименте ошибка оказалась еще боль-

ше. Однако, более объективное сравнение достоинств

и недостатков двух схем гирометрии следует прово-

дить при близких радиусах ловушек и близких чис-

лах атомов в конденсате (обе эти величины в упомя-

нутой работе на два порядка меньше, чем в нашей).

Заключение. Предложена схема оптико-

атомарного гирометра. Чувствительным к вра-

щению элементом схемы служит тороидальная

структура атомарного конденсата, нарушенная

дополнительным оптическим потенциалом. Потен-

циал создается полем моды кольцевого резонатора.

Система “резонатор + конденсат” помещена в интер-

ферометр Маха–Цандера. Интерферометр служит

для извлечения информации о реакции конденсата

на вращение – об изменении числа атомов в области

дополнительного потенциала через изменение вно-

симого ими фазового сдвига. Природа конденсата

как протяженной когерентной квантовой системы

явлена в использовании волнового уравнения (1)

для описания реакции атомов на вращение. Оценки

показывают возможность обнаружения суточно-

го вращения Земли при диаметре тороидальной

структуры конденсата всего 0.4 см.
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