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В недавней работе [1] были рассмотрены связан-

ные состояния двух точечных частиц, взаимодей-

ствующих друг с другом через потенциал нулевого

радиуса, характеризуемый длиной рассеяния a. Час-

тицы находятся во внешнем поле, ограничивающем

их движение в одном из направлений. Авторы по-

казали, что в этой ситуации образуется связанное

состояние при любом знаке a, в то время как в от-

сутствие поля связанное состояние образуется только

при a > 0.

Этот – правильный – вывод неправильно интер-

претируется авторами как образование связанного

состояния отталкивающимися частицами в присут-

ствии внешнего поля, и подается как удивительный

и парадоксальный квантовый эффект. На самом де-

ле он легко объясняется в терминах элементарной

квантовой механики, если иметь в виду, что в усло-

виях применимости модели потенциала нулевого ра-

диуса частицы не отталкиваются, а притягивают-

ся при любом знаке a. Хотя последнее утверждение

хорошо известно, ниже я воспроизведу его краткий

вывод.

Низкоэнергетические свойства любого коротко-

действующего потенциала описываются длиной рас-

сеяния a. В том случае, когда радиус действия потен-

циала r0 ≪ |a|, применима модель потенциала нуле-

вого радиуса, в которой действие последнего сводит-

ся к условию d ln(rψ)/dr|r→0 = −1/a на волновую

функцию. Для вычисления наблюдаемых величин

этого условия достаточно, однако для лучшего по-

нимания результатов полезно разобраться в том, ка-

ково “микроскопическое” устройство потенциала ну-

левого радиуса на масштабах r ∼ r0. Для простоты

ограничимся потенциалами вида V (r) = V0θ(r0 − r).
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Как известно, длина рассеяния в таком потенциале

описывается следующими точными формулами (см.

[2], с. 662):

a = −r0 + 1
κ th(κr0), κ =

√
2mV0/~ (V0 > 0),

a = −r0 + 1
κ̃ tg(κ̃r0), κ̃ =

√

2m|V0|/~ (V0 < 0).

Из них следует, что для отталкивающего потенциала

всегда a < 0 и |a| < r0, поэтому при любом V0 > 0

невозможно устремить r0 к нулю так, чтобы вели-

чина a при этом осталась конечной. Это означает,

что модель потенциала нулевого радиуса с конечной

длиной рассеяния не может быть реализована с по-

мощью отталкивающего потенциала.

Напротив, для притягивающего потенциала ве-

личина a может иметь как положительный (когда

|V0| > Vc = 1
2m (π~/2r0)

2 и существует связанное со-

стояние, см. [2], с. 144), так и отрицательный (если

|V0| < Vc и связанного состояния нет) знак. Вели-

чину V0 удобно выразить в терминах длины рассея-

ния:

V0 ≈ −Vc
(

1 +
8

π2

r0
a

+ · · ·
)

(r0 ≪ |a|). (1)

Итак, потенциал нулевого радиуса всегда отвечает

притяжению – как при a > 0, так и при a < 0,

только в первом случае притяжение достаточ-

но сильно для того, чтобы образовать связанное

состояние, а во втором – недостаточно. Отно-

сительное отклонение глубины потенциальной

ямы от порогового значения, отвечающего мо-

менту образования связанного состояния, при

r0 → 0 также стремится к нулю, но с разных

сторон, в зависимости от знака a (как и должно

быть).
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Уже само название работы вводит читателя в за-

блуждение. По сути дела ни о каких “отталкиваю-

щихся атомах” в статье речь не идет: как показано

выше, потенциал нулевого радиуса всегда отвечает

притяжению: атомы притягиваются.

А почему возникает связанное состояние? Извест-

но, что любой (даже очень слабый) притягивающий

потенциал в двумерной задаче обязательно образует

связанное состояние (см. [2], с. 207). Если в исходной

трехмерной системе с притягивающим, но не связы-

вающим потенциалом, ограничить движение части-

цы по какой-то координате, то задача сразу стано-

вится эффективно двумерной и в потенциале возни-

кает связанное состояние. Например, незаряженный

(но слабо притягивающий электроны) дефект в мас-

сивном полупроводнике не образует связанного со-

стояния, но оно образуется, если дефект находится

внутри двумерной квантовой ямы.
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