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Численно моделируется пространственно неоднородный, захваченный ловушкой двух-компонентный
Бозе-конденсат холодных атомов в режиме разделения фаз. Впервые показано, что поверхностное на-
тяжение между компонентами приводит к возможности существования капель более плотной фазы,
плавающих на поверхности менее плотной фазы. В зависимости от анизотропии гармонической ловуш-
ки и других параметров системы, устойчивое равновесие капли достигается либо на “полюсах”, либо
на “экваторе”. Плавучесть капли может иногда сохраняться даже при наличии присоединенного к ней
квантованного вихря.
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Введение. Многокомпонентные смеси ультра-

холодных бозе-конденсированных атомных газов ис-

следуются уже на протяжении четверти столетия [1–

5]. Такие системы состоят либо из различных хи-

мических (щелочных) элементов, либо из различ-

ных изотопов одного и того же элемента, либо из

одинаковых изотопов в двух различных внутрен-

них (сверхтонких) квантовых состояниях. Взаимо-

действия между компонентами приводят к большо-

му разнообразию явлений, которые отсутствуют в

простых бозе-конденсатах. При этом весьма суще-

ственно, что параметры нелинейных взаимодействий

между волнами материи, будучи пропорциональны-

ми соответствующим длинам рассеяния, могут во

многих случаях изменяться по желанию исследо-

вателя в широких пределах с помощью резонансов

Фешбаха [6–10]. В частности, достаточно сильное пе-

рекрестное отталкивание между двумя видами ато-

мов приводит к пространственному разделению кон-

денсатов [11, 12] и наличию эффективного поверх-

ностного натяжения на доменных стенках между

фазами [4, 13]. Подобная сегрегация лежит в осно-

ве многих интересных конфигураций и явлений, та-

ких как нетривиальная геометрия основного состоя-

ния бинарных несмешивающихся Бозе-конденсатов

в ловушках [14–16] (включая оптические решетки

[17–19]), динамика пузырей [20], квантовые аналоги

классических гидродинамических неустойчивостей

(Кельвина–Гельмгольца [21, 22], Рэлея–Тейлора [23–

25], Плато–Рэлея [26]), параметрическая неустойчи-
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вость капиллярных волн на границе раздела фаз

[27, 28], сложные текстуры во вращающихся би-

нарных конденсатах [29–31], вихри с заполненной

сердцевиной [3, 32–37], трехмерные топологические

структуры [38–43], и т.д.

Крупномасштабная динамика поверхности разде-

ла в сегрегированном бинарном конденсате во мно-

гом подобна динамике пузырей/капель в классиче-

ской механике несмешивающихся идеальных жидко-

стей [20, 23–25]. При отсутствии квантованных вих-

рей течение потенциально внутри каждой из компо-

нент, а вся завихренность поля скорости сосредото-

чена на разделяющей поверхности. В этом смысле

граница пузыря представляет собой вихревой лист, в

некоторых случаях напоминающий вихревые листы

в 3He-A [44]. Важную роль подобные структуры иг-

рают также в турбулентности (см. недавние работы

[45–47] и ссылки в них).

Надо сказать, что аналогия с классической гид-

родинамикой проведена пока что далеко не по всем

направлениям. Например, при наличии достаточ-

но сильного поверхностного натяжения не слишком

большая капля более плотной жидкости может пла-

вать на поверхности менее плотной жидкости. На-

сколько известно автору, подобная капиллярная пла-

вучесть в случае бинарных конденсатов до сих пор не

исследовалась. Целью данной работы является чис-

ленная демонстрация возможности плавания тяже-

лой капли в рамках системы связанных уравнений

Гросса–Питаевского (1)–(2), которые описывают раз-

реженные Бозе-конденсаты при нуле температуры.

В отличие от привычных, практически несжимае-
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мых жидкостей в однородном гравитационном по-

ле, здесь будут рассмотрены бозе-конденсаты в ло-

вушке с квадратичным анизотропным потенциалом,

так что равновесный профиль менее плотной “жид-

кости” ρeq(r) [см. формулу (6) ниже] будет сильно

неоднородным в пространстве. При этом поверхност-

ное натяжение пропорционально ρ
3/2
eq [13], т.е. оно

отсутствует на поверхности Томаса–Ферми и увели-

чивается вглубь конденсата. Более того, поскольку

поверхность Томаса–Ферми имеет вид сплюснутого

либо вытянутого эллипсоида вращения, эффектив-

ная потенциальная энергия капли окажется завися-

щей не только от локально вертикального отклоне-

ния ее центра масс, но и от двух локально горизон-

тальных координат на эллипсоиде. В результате кап-

ля может при своем плавании совершать осцилляции

по “широтной” координате эллипсоида. В зависимо-

сти от параметров системы, минимум горизонталь-

ной потенциальной энергии может достигаться как

на полюсах, так и на экваторе эллипсоида.

Модель и численный метод. Чтобы проде-

монстрировать суть явления, достаточно рассмот-

реть наиболее простую ситуацию с равными масса-

ми обоих типов атомов, m1 = m2 = m. Сюда же

приближенно относится и случай малой разницы в

массах изотопов, как, например, 85Rb и 87Rb. Пусть

осесимметричная гармоническая ловушка характе-

ризуется поперечной частотой ω⊥ и анизотропией

λ = ω‖/ω⊥. Выбирая масштаб τ = 1/ω⊥ для времени,

ltr =
√

~/ω⊥m для длины, и ε = ~ω⊥ для энергии,

запишем обезразмеренные уравнения движения для

комплексных волновых функций A(r, t) и B(r, t) в

виде

iȦ = −1

2
∇2A+

[

V (x, y, z) + g11|A|2 + g12|B|2
]

A, (1)

iḂ = −1

2
∇2B +

[

V (x, y, z) + g21|A|2 + g22|B|2
]

B, (2)

где V = (x2 + y2 + λ2z2)/2 – потенциал ловушки,

gαβ – симметричная матрица нелинейных взаимодей-

ствий (с положительными элементами в интересую-

щем нас случае). Физически взаимодействия опреде-

ляются длинами рассеяния aαβ [2]:

gphysαβ = 2π~2aαβ(m
−1
α +m−1

β ). (3)

Без ограничения общности первый коэффициент са-

моотталкивания можно нормировать на единицу,

g11 = 1, поскольку в данной работе gαβ предполага-

ются фиксированными (в каждом отдельно взятом

численном эксперименте) параметрами.

Сохраняющиеся числа захваченных ловушкой

атомов даются формулами

N1 =
ltr

4πa11

∫

|A|2d3r = (ltr/a11)n1, (4)

N2 =
ltr

4πa11

∫

|B|2d3r = (ltr/a11)n2. (5)

В реальных экспериментах отношение ltr/a11 оказы-

вается в диапазоне от нескольких сотен до несколь-

ких тысяч.

Надо отметить, что данная простая модель (1)–

(2) является консервативной. Она применима только

в пределе нулевой температуры и совершенно непри-

годна для исследования любых эффектов, обуслов-

ленных конечностью температуры (в том числе дис-

сипативных). Для сравнения, термодинамика играет

первостепенную роль, а сами уравнения движения

намного более сложны, например, в 3He [48].

Система (1)–(2) является по сути двухжидкост-

ной идеальной гидродинамикой (при условии потен-

циальности обоих полей скорости), с тем отличием,

что полное давление каждой компоненты состоит из

обычного гидродинамического давления и так на-

зываемого квантового давления. Квантовое давле-

ние “срабатывает” только там, где плотность резко

меняется в пространстве. В нашем случае это бу-

дет переходный слой. Гидродинамические давления

обеих жидкостей есть g11|A|4/2 и g22|B|4/2, так что

при равных давлениях более плотной оказывается та

компонента, у которой коэффициент самооталкива-

ния меньше. Для определенности, мы будем полагать

g22 < g11 = 1, т.е. относительно небольшая капля бо-

лее плотной второй фазы будет за счет поверхност-

ного натяжения плавать по свободной поверхности

первой фазы.

Фоновый профиль плотности первой компонен-

ты характеризуется химическим потенциалом µ. При

условии µ≫ 1 приближение Томаса–Ферми дает за-

висимость

|A0|2 ≈ [µ− V (x, y, z)] ≡ µρeq(r). (6)

Таким образом, эффективный поперечный радиус

конденсата есть R =
√
2µ, а продольный полуразмер

Z = λR.

Условие разделения фаз представляет собой нера-

венство g = (g212 − g11g22) > 0 [11, 12]. Имеется узкий

переходный слой между сегрегированными конден-

сатами, где плотности обеих фаз спадают практиче-

ски до нуля в одном либо в другом направлении. При

этом соответствующий избыток энергии (коэффици-

ент поверхностного натяжения) определяется фор-

мулой вида σ = F (g22/g11, g12/g11)|A0|3 [11, 13]. В от-

личие от привычных несжимаемых жидкостей, зави-

симость поверхностного натяжения от фоновой плот-

ности здесь весьма существенна.
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Проведенное в данной работе численное модели-

рование было ориентировано на экспериментально

реализуемые смеси 85Rb-87Rb [8], где a12/a22 ≈ 2,

тогда как a11 можно изменять в широких преде-

лах с помощью резонанса Фешбаха. Поэтому во всех

наших численных экспериментах g12 = 2g22. Для

g22 брались различные значения, включая g22 =

= 0.6, 0.7, 0.8.

Используемый нами численный метод был доста-

точно стандартным и включал в себя две процеду-

ры. Первая процедура – приготовление начального

состояния путем применения (к достаточно произ-

вольно взятому “входному” состоянию) градиентно-

го спуска, что в данном случае эквивалентно рас-

пространению в мнимом времени (imaginary time

propagation) на конечном интервале вспомогатель-

ной квази-временно́й переменной. Эта диссипатив-

ная процедура отфильтровывала быстрые возбуж-

дения и оставляла только интересующие нас мягкие

моды, которые не успевали достичь минимума своей

энергии. При этом также формировался квазирав-

новесный переходный слой между фазами. Вторая

процедура – собственно моделирование системы (1)–

(2) с помощью Фурье-метода расщепленного шага по

времени (Split-Step Fourier Method) второго порядка

аппроксимации с периодическими граничными усло-

виями по пространственным координатам. В целом

численный метод подобен тому, что использовался

ранее в работе [49].

Результаты. Прежде всего скажем, что наблю-

далась естественная тенденция к увеличению макси-

мально возможной массы плавучей капли при умень-

шении относительной разницы между g11 и g22.

Некоторые из полученных численных результа-

тов представлены на рис. 1–3. Для лучшей наглядно-

сти, в первом и втором примерах конфигурации вы-

браны симметричными относительно плоскости y =

= 0. Профили суммарной плотности в указанной

плоскости ясно свидетельствуют о наличии вблизи

поверхности относительно более плотной капли, а

также переходного слоя между компонентами.

Рисунок 1 иллюстрирует случай, когда устойчи-

выми положениями капли на эллипсоиде оказыва-

ются полюса. Здесь она совершает медленные коле-

бания относительно верхней точки (см. видео [50]).

Следует упомянуть, что капля с большей массой

(n2 = 45) уже не способна держаться на поверхности

и вместо этого совершает сложные движения внутри

эллипсоида, иногда ненадолго задерживаясь вблизи

поверхности (см. видео [51]).

Рисунок 2 соответствует меньшей по сравнению

с первым примером относительной разнице в плот-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Численный пример плаваю-
щей тяжелой капли. Показана отнормированная на µ

суммарная плотность двух конденсатов в плоскости
симметрии y = 0 в моменты времени: (a) – t = 500;
(b) – t = 600; (c) – t = 700. В данном случае капля со-
вершает медленные колебания около полюса, причем
рисункам (a) и (c) соответствуют примерно крайние ее
отклонения. Значения параметров: λ = 1.4, g11 = 1.0,
g22 = 0.7, g12 = 1.4, n1 = 1282.4, n2 = 37.1, µ = 30

ностях двух фаз. Здесь имеет место ситуация, когда

эффективная потенциальная энергия плавучей кап-

ли достигает локального минимума на экваторе (см.
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Численный пример более
крупной и подвижной, чем на рис. 1, но не столь плот-
ной капли, совершающей колебания около экватора.
Моменты времени: (a) – t = 680; (b) – t = 700; (c) –
t = 720. Рисункам (a) и (c) соответствуют примерно
крайние отклонения. Значения параметров: λ = 1.4,
g11 = 1.0, g22 = 0.8, g12 = 1.6, n1 = 1270.8, n2 = 50.2,
µ = 30

видео [52]). В этом примере капля довольно большая

и при своем движении заметно деформируется. На-

до сказать, что в случае вытянутого эллипсоида с

анизотропией λ = 0.7 подобная капля имеет свои-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Численный пример плавучей
капли с присоединенным к ней квантованным вихрем
(в момент времени t = 300). Значения параметров:
λ = 1.4, g11 = 1.0, g22 = 0.8, g12 = 1.6, n1 = 1275.5,
n2 = 28.9, µ = 30

ми устойчивыми положениями полюса (этот случай

здесь не представлен). По всей видимости, разница

в поведении обусловлена другим характером зависи-

мостей кривизны поверхности Томаса–Ферми и ло-

кальной “силы тяжести” от полярного угла. Этот во-

прос, однако, не столь прост и ясен, поскольку, на-

пример, при значении g22 = 0.7 (как на рис. 1) вытя-

нутый эллипсоид по прежнему притягивает каплю к

полюсу (не проиллюстрировано). В данном пункте

требуется дополнительное исследование.

Интересно отметить, что капля может оставать-

ся на плаву также и в случае наличия присоеди-

ненного к ней квантованного вихря, пронизывающе-

го первую компоненту (ср. с результатами недавней

работы [43], где достаточно большая плотная капля

находится в центре системы и своей массой стаби-

лизирует несколько присоединенных к ней вихревых

нитей). В примере, показанном на рис. 3, капля не

тонет даже несмотря на то, что вихрь создает до-

полнительную тянущую “вниз” силу (см. видео [53]).

Более массивная капля с n2 = 49.0 в аналогичных об-

стоятельствах совершает повторяющиеся движения

вверх-вниз вдоль вихря от полюса к полюсу сквозь

весь конденсат (см. видео [54]).

Заключение. Таким образом, по аналогии с

обыкновенными каплями, способными за счет по-

верхностного натяжения плавать на поверхности ме-

нее плотной жидкости в поле тяжести, в данной ра-

боте численно обнаружены плавучие квантовые кап-

ли в системе двух захваченных ловушкой несмешива-

ющихся Бозе-конденсатов. Существенным отличием

от повседневной практики является отсутствие ней-
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трального равновесия квантовой капли по коорди-

натам вдоль поверхности Томаса–Ферми. Очевидно,

что этот эффект связан с конечностью отношения

размера капли по сравнению с размером основной

фазы. Приближенное аналитическое вычисление со-

ответствующей зависимости потенциальной энергии

капли и ее равновесной геометрической формы оста-

ется интересной задачей на будущее.
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