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Связь между условиями Вирасоро и интегрируемостью КП (детерминантные формулы) в матрич-
ных моделях является старой загадкой. Мы объясняем, что ситуация улучшается, когда интегрируе-
мость дополняется до суперинтегрируемости, т.е. явных формул для гауссовых средних от характеров.
В этом случае условия Вирасоро эквивалентны простым рекурсивным формулам, решениями которых
являются соответствующие комбинации характеров. Более того, мы можем разделить зависимость от
размера матрицы и вывести суперинтегрируемость из условий Вирасоро. Мы описываем один из спосо-
бов это сделать для гауссовой эрмитовой матричной модели. В результате мы переформулируем условия
Вирасоро в виде тождеств на функции Шура, вычисленные в соответствующей точке в пространстве
времен.

DOI: 10.31857/S1234567821110082

Один из основных результатов в теории матрич-

ных моделей [1–6] – это то, что они удовлетворя-

ют набору тождеств Уорда, что позволяет однознач-

но определить их гауссовы статсуммы и указать их

непертурбативное продолжение вне гауссовой точки.

Лучше всего изученной (хоть и не самой простой) яв-

ляется гауссова эрмитова модель [7, 8], которая опи-

сывается статсуммой:

Z{p} =

∫

N×N

dMe−trM2

e
∑

k

pk
k

trMk

. (1)

Эта статсумма понимается, как (градуирован-

ный) ряд по pk, нормированный так, чтобы Z{0} =

1. Вследствие инвариантности интеграла, статсумма

удовлетворяет условиям Вирасоро [9–12]

L̂nZ{p} = 0 (2)

где
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L̂n :=
∑

k

(k + n)pk
∂

∂pk+n
+

+

n−1
∑

a=1

a(n− a)
∂2

∂pa∂pn−a
+ 2Nn

∂

∂pn
+

+N2δn,0 +Np1δn+1,0 − (n+ 2)
∂

∂pn+2
. (3)

Одно из ключевых свойств модели – единствен-

ность решения условий Вирасоро в виде степенного

ряда.

Недавнее наблюдение [13–15] (см. так же [16]) со-

стоит в том, что эта модель также супер интегриру-

ема, т.е. коэффициенты cR разложения

Z{N, p} =
∑

R

cR(N) · χR{p} (4)

по полиномам Шура χR{p} тоже явно вычислимы и

выражаются через те же самые χR, вычисленные в

специальной точке. А именно,

cR(N) = c̃R · χR{N}
χR{δk,1}

= c̃R ·
∏

�∈R

(N + j� − i�), (5)
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где c̃R не зависят от N и равны:

c̃R = χR{δk,2}. (6)

В настоящем письме мы объясняем, что такое

описание может быть выведено из условий Ви-

расоро. Это наблюдение вносит вклад в понима-

ние триады суперинтегрируемость-тождества Уорда-

интегрируемость и обобщается на множества других

моделей как матричных, так и тензорных. Вообще

говоря, это может быть сделано разными способами.

Пример прямолинейного и подробного вычисление в

более сложной модели [17] приведен в [18, 19]. Мы

рассмотрим некоторые из этих способов в другом ме-

сте, в этом письме мы сосредоточимся на элегантном

и не очевидном обходном пути, который наибольшим

образом использует суперинтегрируемость.

Наше рассуждение устроено следующим образом:

1) Мы начинаем с разложения (4) и показываем, что при такой подстановке набор всех условий Вирасоро

сводится к двум уравнениям:

Вирасоро ⇐⇒

∑

R+�

cR+�(N) =
∑

R−�

(N + j� − i�) · cR−�(N)

∑

R+�

(j� − i�) · cR+�(N) =
∑

R−�

(N + j� − i�)
2 · cR−�(N)

, (7)

где(i�, j�) – это координаты квадрата, удаленного или прибавленного к диаграмме Юнга.

2) Мы показываем, что система из двух уравнений вида:

∑

R+�

αm(�) · cR+�(N) =
∑

R−�

βm(�) · cR−�(N), m = 1, 2 (8)

в случае невырожденных коэффициентов αm, βm всегда имеет единственное решение.

3) Можно было бы просто использовать известный ответ, но более элегантный подход – отделить зависи-

мость от N с помощью (5) и свести систему уравнений (7) к новой системе, фиксирующей не зависящие

от N коэффициенты c̃R:

Вирасоро ⇐⇒

∑

R+�

c̃R+� = 0

∑

R+�

(j� − i�) · c̃R+� =
∑

R−�

c̃R−�

∑

R+�

(j� − i�)
2 · c̃R+� =

∑

R−�

(j� − i�) · c̃R−�

. (9)

Любые два из этих уравнений уже имеют единственное решение в соответствии с п. 2).

Следовательно, система переопределена, и, находя ее решение, мы лишний раз проверяем, что разло-

жение (5) в действительности верно.

4) В конце концов, мы показываем, что c̃R, даваемые формулой (6), решают все 3 этих уравнения и, сле-

довательно, решают условия Вирасоро.

Наше рассуждение основано на наборе комби-

наторных тождеств, которые могут быть получе-

ны либо из фермионного представления для функ-

ций Шура [20], либо из прямого вычисления, ис-

пользуя коэффициенты Литтлвуда–Ричардсона. По-

следний подход кратко объяснен в Приложении.

Замечательно простая форма уравнений (7) и (9) все

же требует альтернативного объяснения, которое

Письма в ЖЭТФ том 113 вып. 11 – 12 2021



Связь Вирасоро и суперинтегрируемости. Гауссова матричная модель 759

могло бы, не затрагивая теорию представлений, сде-

лать связь между суперинтегрируемостью и тожде-

ствами Уорда более явной и функториальной.

1. Разобьем систему условий Вирасоро (2) на две

части
L̂−1Z{N, p} = 0,

∑

(k − 1)pkL̂k−1Z{N, p} = 0.
(10)

Рассмотрим сначала L̂−1-условие. Используя част-

ные случаи формул (33), (36), мы получим

L̂−1χR =
∑

�

(N + j� − i�)χR+� −
∑

�

χR−�. (11)

Подставляя это в (4), в итоге получим

∑

R+�

cR+�(N) =
∑

R−�

(N + j� − i�)cR−�(N) (12)

Теперь, используя обозначение для “классической”

части W -оператора

ŵn :=
∑

pk l̂n+k, l̂n :=
∑

(k + n)pk
∂

∂pk+n
+

+

n−1
∑

a=1

a(n− a)
∂2

∂pa∂pn−a
, (13)

можно переписать второе уравнение из (10) в виде

(

ŵn + 2N
∑

(k + n)pk
∂

∂pn+k
+N2p−n −

−
∑

(n+ 2 + k)pk
∂

∂pn+2+k

)

Z{N, p} = 0. (14)

В действительности, достаточно рассмотреть толь-

ко младшее уравнение бесконечной системы (14) при

n = −1, чтобы однозначно зафиксировать Z{N, p}.
Таким образом, используя

ŵ−1χR =
∑

R+�

(j� − i�)
2χR+�, (15)

мы немедленно получаем уравнение для коэффици-

ентов разложения (4):

∑

R+�

(j� − i�)cR+�(N) =
∑

R−�

(N + j� − i�)
2cR−�(N).

(16)

2. В качестве следующего шага давайте объяс-

ним, почему наша процедура с заменой всей борелев-

ской части алгебры Вирасоро на L−1- и w−1- условия

приводит к единственному решению, которое может

быть построено рекурсией уравнения (7). Более того,

верно более сильное утверждение: любые два урав-

нения вида

∑

R+�

αm(�)cR+� =
∑

R−�

βm(�)cR−�, m = 1, 2 (17)

могут быть решены рекурсивно единственным обра-

зом, если коэффициенты αm, βm невырождены.

Действительно, для любого R заданной длины

l(R) эти уравнения включают только одну диаграм-

му, которая имеет длину не меньше или равную

l(R), а именно – [R1, . . . Rl(R), 1]. Благодаря тому,

что мы имеем два уравнения, мы можем исклю-

чить этот коэффициент и получить рекурсию, вклю-

чающую только диаграммы фиксированной длины.

Одновременно, эти уравнения определяют и сам

c[R1,...Rl(R),1], что служит начальным условием на

следующем уровне.

Например, на уровне l(R) = 2, если мы хотим

перейти от c[r,4] к c[r,5], уравнения будут включать

следующие разбиения:

Покажем, как это работает порядок за порядком

и начнем с симметрических представлений:

{

c[r+1] + c[r,1] = (N + r − 1)c[r−1]

rc[r+1] − c[r,1] = (N + r − 1)2c[r−1]

⇒

⇒ (r + 1)c[r+1] = (N + r − 1)(N + r)c[r−1]. (18)

Чтобы зафиксировать начальные условия, выберем

R = [ ], что дает

c[1] = 0, (19)

и нормируем c[ ] = 1. Таким образом, получаем

c[r] =



























r−1
∏

i=1

(N + r − i)

r!!
r = 2k

0 r = 2k + 1

. (20)
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Из того же уравнения получаем

c[r,1] =



























(N − 1)
r−1
∏

k=0

(N + k)

(r + 1)!!
r = 2k − 1

0 r = 2k

. (21)

Для разбиений длины l(R) = 2 рекурсия начинается с [r, 2]:
{

c[r,1] + c[r−1,2] + c[r−1,1,1] = (N + r − 2)c[r−2,1] + (N − 1)c[r−1]

(r − 1)c[r,1] + 0 − 2c[r−1,1,1] = (N + r − 2)2c[r−2,1] + (N − 1)2c[r−1]

⇒

⇒ (r + 1)c[r,1] + 2c[r−1,2] = (N + r − 2)(N + r)c[r−2,1] + (N − 1)(N + 1)c[r−1]

(22)

Следовательно,

c[r,2] =

N(N − 1)
r−1
∏

k=0

(N + k)

2(r!!)

c[r,1,1] =
r

2((r + 2)!!)
· (N − 2)(N − 1)

r−1
∏

k=0

(N + k)

(23)

для разбиений с четным r, тогда как при нечетном r коэффициенты равны нулю.

Для [r, 3]:

(r + 2)c[r+1,2] + 3c[r,3] = (N + r − 2)(N + 2)c[r−1,2] +N2c[r−1] (24)

и так далее.

3. Мы можем показать, что решение имеет вид (5)–(6), действуя рекурсивно, как в предыдущем парагра-

фе. Вместо этого, проверим явно, что ответ дается (5)–(6).

Начнем с формулы (5). Из нее следует, что

cR+�(N) = c̃R+� · (N + j� − i�) ·
cR(N)

c̃R
, (N + j� − i�) · cR−�(N) = c̃R−� · cR(N)

c̃R
. (25)

Теперь подставим эти формулы в уравнения (7),
∑

�

(N + j� − i�) · c̃R+� =
∑

�

c̃R−�,
∑

�

(j� − i�) · c̃R+� =
∑

�

(N + j� − i�) · c̃R−� (26)

и рассмотрим каждый порядок по N . Это даст три уравнения (9).

Как мы объяснили в предыдущем параграфе, любые два из этих трех уравнений фиксируют единствен-

ное решение, таким образом, система переопределена. В следующем параграфе мы проверим, что решением

является (6), и оно удовлетворяет всем трем уравнениям одновременно.

4. Чтобы доказать, что (9) выполнены для

c̃R = χR{δk,2}, (27)

мы используем тождества (15), (30), (33), (36),

p1χR =
∑

R+�

χR+�

l̂−1χR =
∑

R+�

(j� − i�)χR+�

∂χR

∂p1
=
∑

R−�

χR−�

ŵ−1χR =
∑

R+�

(j� − i�)
2χR+� l̂1χR =

∑

R−�

(j� − i�)χR−�

(28)
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и подставим в них pk = δk,2:

p1χR|pk=δk,2
= 0

l̂−1χR

∣

∣

∣

pk=δk,2

=
∑

k

(k − 1)pk
∂χR

∂pk−1

∣

∣

∣

∣

∣

pk=δk,2

=
∂χR

∂p1

∣

∣

∣

∣

pk=δk,2

ŵ−1χR|pk=δk,2
=
∑

pk l̂k−1χR

∣

∣

∣

pk=δk,2

= l̂1χR

∣

∣

∣

pk=δk,2

(29)

Подставляя сюда (28), мы получим в точности (9) для c̃R = χR{δk,2}.

Приложение. В рассуждениях выше мы исполь-

зовали следующие свойства полиномов Шура [21]:

• Формулу Пьери,

p1χR{p} =
∑

�

χR+�{p}, (30)

где сумма пробегает все возможные диаграммы

Юнга, полученые добавлением клетки к R.

• Используя формулу Фробениуса

pk =
∑

Q

ψQ([k])χQ, (31)

где характер симметрической группы ψQ([k]) =

= (−1)a для Q = [a, 1k−a], и ψQ([k]) = 0 в дру-

гих случаях, и

χQ

{

k
∂

∂pk

}

· χR{pk} = χR/Q{pk}, (32)

где χR/Q косая функция Шура, мы получим

k
∂χR

∂pk
=
∑

Q

ψQ([k])χR/Q =

=
∑

a,P

(−1)aNR
P,[a,1k−a]χP . (33)

Коэффициенты Литтлвуда–Ричардсона опре-

делены формулой:

χP · χQ =
∑

R

NR
PQχR. (34)

• Из (31) и (34) следует, что

pkχR{p} =
∑

ψQ([k])NP
QRχP =

=
∑

a,P

(−1)aNP
R,[a,1k−a]χP , (35)

и, следовательно,

∑

kpk+n
∂χR

∂pk
=
∑

S

nB
S
RχS , (36)

где, в частности,

±1B
S
R :=

:=
∑

k,a,b,P

(−1)a+bNR
P,[a,1k−a]NS

P,[b,1k−b±1] =

= (j� − i�)δS,R±�. (37)

Мы благодарны Е. Зенкевичу за полезное обсуж-

дение.
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