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Исследован эффект разделения киральностей в случае фермионов со спином 3/2. Основное внимание
уделено полуметаллам Рариты–Швингера–Вейля. Обсуждается связь полученного эффекта и аксиаль-
ной аномалии.
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1. Введение. Эффектом разделения кирально-

стей [1] называется возникновение аксиального то-

ка в термодинамическом равновесии, направленного

вдоль внешнего магнитного поля (B). В случае без-

массовых фермионов со спином 1
2 этот ток задается

выражением:

j5 =
e2µ

2π2
BS. (1)

S – площадь образца, µ – химический потенциал.

Значительное внимание к этому эффекту обусловле-

но возможностью его экспериментального наблюде-

ния как в физике высоких энергий, так и в конден-

сированных средах.

Высказывалось утверждение, что коэффициент

при произведении химического потенциала на маг-

нитное поле не зависит от взаимодействия. В этом

случае особое значение придавалось взаимосвязи эф-

фекта разделения киральностей и аксиальной анома-

лии, которая защищена от перенормировок. Несмот-

ря на численное подтверждение неперенормируемо-

сти при решеточном моделировании КХД [2], воз-

можность такой защиты [3–7], а также ее точный

механизм [8] являются предметом обширных дис-

куссий. Изучение эффекта разделения киральностей

для фермионов со спином 3
2 позволит привести но-

вые аргументы, а также проверить старые на уни-

версальность. Такие частицы могут иметь отноше-

ние как к физике высоких энергий (несмотря на все

проблемы, уравнение Рариты–Швингера [9] может

применяться при описании процессов, связанных с

дельта-изобарами [10]), так и к физике твердого те-

1)e-mail: khaidukov.zv@phystech.edu

ла. Последняя наиболее интересна для нас, посколь-

ку сравнительно недавно начались интенсивные экс-

периментальные исследования материалов, в спек-

тре которых существуют возбуждения, обладающие

большим квазиспином и топологическим зарядом

CoSi, RhSi [11–13], AlPt [14]. И уже сейчас фермио-

ны Рариты–Швингера–Вейля2) точно удалось иден-

тифицировать в PdBiSe [15].

2. Полуметаллы Рариты–Швингера–Вейля

в магнитном поле. Для описания квазичастиц

в полуметаллах Рариты–Швингера–Вейля предлага-

ется использовать низкоэнергетический гамильтони-

ан вида [18, 19]:

H(p) = pi(v1Si + v2S
3
i ), i = 1, 2, 3. (2)

Мы используем суммирование по повторяющимся

индексам. Величины параметров v1, v2 зависят от

конкретного материала [18]. Член, пропорциональ-

ный v1, инвариантен относительно группы вращений

трехмерного пространства. Член с v2 явно нарушает

эту группу до группы вращений куба. В этой работе

мы специально вводим ограничение v2 = 0, посколь-

ку в этом случае мы можем отследить связь между

аксиальной аномалией [19] и эффектом разделения

киральностей.

Предполагается, что (2) действует на столбец из

четырех компонент: (ψ 3

2

, ψ 1

2

, ψ− 1

2

, ψ− 3

2

)T , где индек-

2)Название “фермионы Рариты–Швингера–Вейля” было
впервые использовано в работе [16]. Авторы использовали
его в качестве названия для гипотетических фермионов без
релятивистской симметрии со спином 3

2
. Впоследствии это

название стало общепринятым [17], а полуметаллы с таки-
ми квазичастицами стали называть “полуметаллами Рариты–
Швингера–Вейля” по аналогии с полуметаллами Вейля.
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сы снизу обозначают величину проекции спина на

ось z. Матрицы Si обыкновенно выбираются в виде

[18]:

S1 =













0
√
3
2 0 0

√
3
2 0 1 0

0 1 0
√
3
2

0 0
√
3
2 0













, (3)

S2 =













0 −i
√
3

2 0 0

i
√
3
2 0 −i 0

0 i 0 −i
√
3
2

0 0 i
√
3
2 0













, (4)

S3 =













3
2 0 0 0

0 1
2 0 0

0 0 − 1
2 0

0 0 0 − 3
2













. (5)

Введем магнитное поле в гамильтониан (2). Для

этого необходимо сделать замену:

pi → pi +Ai = −i∂i +Ai. (6)

Для однородного магнитного поля, направленного

против оси z, выберем векторный потенциал в виде

Ax = By. Такой выбор позволяет ввести операторы

рождения и уничтожения при помощи:

a =
−i∂x +By + ∂y√

2B
, (7)

a+ =
−i∂x +By − ∂y√

2B
,
[

a, a+
]

= 1. (8)

Тогда (2) можно записать как:

H3/2 = vf
√
2B(S+a+ S−a+) + vfpzSz,

S+ = Sx + iSy, S− = Sx − iSy.
(9)

Вид гамильтониана (9) подсказывает, что простран-

ственную часть волновых функций разумно искать

в виде:

ψ(x, y, z) = exp(ipzz) exp(ipxx)χ(y), (10)

χ(y) = (〈y|n〉, 〈y|m〉, 〈y|l〉, 〈y|k〉)T ,
a〈y|n〉 = √

n〈y|n− 1〉, (11)

a+〈y|n〉 =
√
n+ 1〈y|n+ 1〉, (12)

a〈y|0〉 = 0. (13)

В плоскости, перпендикулярной магнитному полю,

будут формироваться уровни Ландау. Сделаем заме-

ну:

px +By + ∂y = ∂y +B
(

y +
px
B

)

, (14)

y0 = −px
B
, (15)

в последнем уравнении y0 играет роль центра

орбиты.

3. Эффект разделения киральностей. Из ви-

да гамильтониана (9) становится понятно, что полу-

чить точный закон дисперсии и аналитическое вы-

ражение для решений довольно трудно. Поэтому в

некоторых моментах при решении нам придется при-

бегнуть к численным процедурам. Все вычисления

мы будем проводить в пределе нулевых температур.

Как мы покажем, за эффект в этом случае отвечают

одномерные моды, поэтому мы фактически сведем

задачу к расчету изменения фермионных чисел за-

полнения в присутствии химического потенциала (в

полной аналогии с [20])3).

В случае сильных магнитных полей в импульс-

ном пространстве модели существуют четыре точки,

которые обладают нулевой энергией [19]. Для всех

остальных решений в спектре возникает щель, по-

этому их вклады сильно подавлены при малых тем-

пературах.

Стоит отдельно обсудить вопрос о возможности

распространения аргументов Метлицкого и Жит-

ницкого [1] на случай фермионов со спином 3
2 . При

рассмотрении в работе [1] гамильтониан для правых

фермионов представлялся в виде:

HR = H⊥ + pzσz, (16)

H⊥ = (−i∂i +Ai)σi, i = x, y. (17)

Важнейшее свойство заключалось в антикоммута-

ции гамильтониана с матрицей σz , это свойство поз-

воляло точно вычислить аксиальный ток. Проще го-

воря, серия равенств {H⊥, σz} = 0, H⊥|λ〉 = λ|λ〉,
[H, (H⊥)2] = 0, σz |λ〉 = |−λ〉 позволяла получить со-

кращение вкладов всех мод, кроме нулевой. Очевид-

но, что этот аргумент не работает в случае рассмат-

риваемого нами гамильтониана, поскольку у нас, как

минимум, не выполняется равенство {Si, Sj} = 2δij .

На данном этапе мы сосредоточим наше внима-

ние на бесщелевых модах в пределе нулевых темпе-

ратур. Для получения результата нам нужен закон

дисперсии, а также вычисление среднего значения

3)Мы предполагаем выполнение условий, следующих из тео-
ремы Нильсена–Ниномии [21]. Это означает, что сумма то-
ков для правых и левых фермионов должна обращаться в
нуль, но это ограничение не распространяется на их разность:
j = jl + jr = 0, j5 = jR − jL, второе равенство и определя-
ет наше условие нормировки для тока, поскольку переход к
полному “аксиальному” току подразумевает замену µ → 2µ.
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〈Sz〉 = ψ+
a S

z
abψb, которое будет усредняться по рас-

пределению Ферми. Для начала рассмотрим моду:

ψ(t, x, y, z) =













0

0

0

c0〈y|0〉













eipzzeipxxe−iǫt. (18)

С учетом (9) получаем закон дисперсии ǫ = − 3vf
2 pz,

c0 = 1. Последняя константа получается исходя из

условия нормировки.

В пределе нулевых температур распределение

Ферми сводится к nf0(ǫ − µ) = 1−θ(ǫ−µ)
2 , которое

определяет предел интегрирования по импульсу. Для

данной моды ток равняется4):

Jz = vf
∑

deg

∫

dpz
2π

3

2
nf0(ǫ − µ). (19)

Значение вырождения может быть оценено следую-

щим образом [22]: рассмотрим образец площади S =

= LxLy, с одной стороны px = 2πn
Lx

, с другой центр

орбиты y0 = − px

B должен лежать внутри образца:

0 < |y0| < Ly. Отсюда получаем оценку для числа

вырожденных мод n ≤ BS
2π .

При помощи соотношения:
∫

dpznf0(
3

2
vfpz − µ) =

2µ

3vf
,

мы получаем:

Jz = − µ

4π2
BS, µ = V0. (20)

Вторую моду мы будем искать в форме:

ψ(t, x, y, z) =













0

0

c0〈y|0〉
c1〈y|1〉













eipzzeipxxe−iǫt. (21)

С учетом (9), мы получаем соотношение:
(

− vfpz

2

√
6B√

6B − 3vfpz

2

)(

c0

c1

)

= ǫ

(

c0

c1

)

. (22)

Положим ǫ = 0, в этой точке vfpz = 2
√
2B. Мы

можем найти точное дисперсионное соотношение из

уравнения (22):

ǫ = −vfpz +
√

(vfpz)2

4
+ 6B. (23)

4)Мы не рассматриваем возможный вклад в ток в отсут-
ствии химического потенциала. Случай µ = 0 может потребо-
вать отдельного изучения.

В отличие от Вейлевских фермионов дисперсионное

соотношение нелинейно. Выражение для тока приоб-

ретает вид:

Jz = vf
∑

deg

∫

dpz
2π

nf0(ǫ− µ)

(

− c20
2

− 3c21
2

)

. (24)

Нам необходимо получить выражение для коэффи-

циентов в (21) при условии c20 + c21 = 1. В результате

довольно долгих, но совершенно очевидных вычис-

лений, мы получаем коэффициенты:

c21 = 1− c20, c
2
0 =

1

(ǫ+
vfpz

2 )2 + 6B
. (25)

Находя решение уравнения ǫ(pz) − µ = 0 через им-

пульс и подставляя его в (24) с учетом (25), получим:

Jz = −BS 1

4π2
ǫ|µ0 . (26)

При вычислении интеграла мы получили первооб-

разную, которая равна правой части (23), и просто

подставили энергию вместо нее с учетом пределов

интегрирования. В случае третьей моды решение на-

ходится совершенно аналогичным образом, поэтому

мы опустим здесь выкладки. Больший интерес пред-

ставляет оставшаяся четвертая мода, будем искать

ее в виде:

ψ(t, x, y, z) =













0

c0〈y|0〉
c1〈y|1〉
c2〈y|2〉













eipzzeipxxe−iǫt.

Можно показать, что в этом случае для единствен-

ной бесщелевой моды энергия обращается в нуль в

точке pz = 0. Выражение для тока принимает вид:

Jz = vf
∑

deg

∫

dpz
2π

(

c20
2

− c21
2

− 3c21
2

)

nf0(ǫ − µ). (27)

Коэффициенты в выражении (27) равны:

c20 =
1

B +
(ǫ+

vfpz

2
)2

4 +
(4B−(ǫ2+

v2
f
p2z

4
))2

24B

, (28)

(ǫ +
vfpz
2

)2c20 = 4Bc21, c
2
0 + c21 + c22 = 1. (29)

Вычисление тока в этой ситуации представляет из

себя весьма сложную задачу, которая может быть ре-

шена численно. Основной результат состоит в незна-

чительном отличии тока без учета вырождения от

− µ
2π . Чтобы подтвердить свои утверждения, мы при-

водим результат численного вычисления на рис. 1.
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Рис. 1. Относительный коэффициент для эффекта раз-
деления киральностей в зависимости от отношения µ√

B

Путем сложения всех вкладов мы получаем, что

полный ток приближенно равняется:

J =
µB

π2
S. (30)

4. Заключение и обсуждения. В этой рабо-

те мы исследовали эффект разделения киральностей

для фермионов в полуметаллах Рариты–Швингера–

Вейля. Было показано, что в сильных магнитных по-

лях в пределе нулевых температур за счет бесщеле-

вых мод, которые формируют уровни Ландау, возни-

кает ток, приближенно равный µ
π2BS. Примечатель-

ной особенностью рассматриваемого случая являет-

ся нелинейность законов дисперсии для трех из четы-

рех мод. Несмотря на это, можно показать, что толь-

ко для четвертой моды выражение для тока без уче-

та вырождения отличается от − µ
2π . Для оставшейся

моды численные расчеты показывают возможность

малого отклонения. Механизм вычисления для урав-

нений вида i∂tψ =
∑

i=1...3 Sipiψ, где Si – спиновые

матрицы для произвольного полуцелого спина, пред-

ставляется очевидным. Будет интересно рассмотреть

эффект с точки зрения квазиклассического кинети-

ческого уравнения с учетом монопольных зарядов в

импульсном пространстве [23, 24], а также подтвер-

дить его существование в решеточной регуляризации

[25, 26]. Коэффициент в (30) фигурирует и в уравне-

нии для аксиальной аномалии [19], но в этом нет ни-

чего удивительного: именно бесщелевые возмущения

ответственны за оба явления.

Важным вопросом является вопрос о влиянии

дислокаций на эффект. Этот вопрос требует подроб-

ного изучения, но можно вспомнить, что в случае

простых фермионов со спином 1
2 эффект может быть

реализован на статических модах, а это подсказыва-

ет, что влияние дислокаций может быть незначитель-

ным. Вопрос о кулоновском взаимодействии также

весьма важен и требует детального изучения.

Весьма интригующей выглядит перспектива рас-

смотрения фермионов со спином 3
2 с учетом реля-

тивистской симметрии. Автор планирует опублико-

вать новые утверждения в этой области в ближайшее

время.

Автор выражает благодарность М. А. Зубкову за

очень плодотворные обсуждения.

Все разделы этой работы были поддержаны гран-

том Российского научного фонда # 16-12-10059.
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