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Рассмотрена задача граничного управления для одномерного волнового уравнения с
кусочно-постоянными характеристиками. При этом полагается, что время прохож-
дения волны через каждый однородный участок одинаково. Управление осуществ-
ляется смещением на двух концах. Предложен конструктивный подход построения
управляющего воздействия с заданными начальным и конечным условиями. Схема
построения заключается в следующем: исходная задача сводится к задаче управле-
ния распределенными воздействиями с нулевыми граничными условиями. Далее
используется метод разделения переменных и методы теории управления конечно-
мерными системами. Полученные результаты иллюстрируются на конкретном при-
мере.

Ключевые слова: управление колебаниями, продольные колебания кусочно-однород-
ного стержня, поперечные колебания кусочно-однородной струны, граничное
управление, разделение переменных
DOI: 10.31857/S0572329922600517, EDN: DGCRJE

Введение. Задачам граничного управления и оптималного управления колебатель-
ными процессами посвящены многие исследования, в частности, работы [1–12].

В настоящей работе рассмотрена задача граничного управления для одномерного
волнового уравнения, описывающего не только поперечные колебания неоднородной
струны, но и продольные колебания неоднородного стержня. Рассмотренный колеба-
тельный процесс состоит из двух участков с разными упругими свойствами и плотно-
стями. Предпологается, что длины однородных участков такие, что время прохожде-
ния волны по каждому из однородных участков является одинаковым. Условия, опре-
деляющие контактные взаимодействия материалов разнородных тел имеют важные
значения. Следовательно, при математическом моделировании учет этих условий со-
пряжения, соединения (склейки) двух участков с разными физическими характери-
стиками материалов, должны соответствовать условиям непрерывного истечения воз-
буждаемых волновых процессов.

Необходимость моделирования и управления распределенных колебательных про-
цессов составных систем с кусочно-постоянными (неоднородными) характеристика-
ми возникает во многих теоретических и прикладных областях науки и техники. Од-
нако, научное направление по управлению неоднородными упругими колебаниями
пока еще недостаточно исследовано, находится в стадии становления и по нему име-
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ются лишь некоторые результаты. К исследованию решений задач управления подоб-
ных разнородных распределенных составных систем посвящены, в частности, работы
[6–12]. В работах [6, 7] (и других работах этого же автора и его учеников) изучены по-
добные задачи граничного управления неоднородными колебательными процессами.
При исследовании этих задач граничного управления использованы метод Даламбера
и выведены формулы типа Даламбера. К краевым задачам для уравнения, описываю-
щего процесс продольных колебаний стержня с кусочно-постоянными характеристи-
ками (состоящими из не менее двух участков) со свободным либо закрепленным пра-
вым концом, посвящены, в частности, работы [13–18]. В этих работах исследования
проведены в классе обобщенного решения. В [19] рассматриваются колебания меха-
нической системы, представляющей собой два куска струны одинаковой длины, со-
единенных между собой пружиной. С помощью формулы Даламбера исследована за-
дача граничного управления колебаниями сложносочлененной системы с особенно-
стями. Получен аналог формулы Даламбера.

Цель данной статьи состоит в разработке аналитического подхода построения
функции граничного управления одномерными колебательными неоднородными
процессами, переводящего колебания за заданный промежуток времени из начально-
го состояния в конечное состояние.

1. Постановка задачи. Рассматриваются продольные колебания кусочно-однород-
ного стержня, расположенного вдоль отрезка  и состоящего из двух участ-
ков: участок  с линейной плотностью , с модулем Юнга 

и скоростью прохождения по нему волны, равной , и участка  с ли-

нейной плотностью , с модулем Юнга  и скоростью прохождения

по нему волны, равной . Как и в работе [6], предполагается, что длины l1 и l

участков стержневых систем выбраны так, что время прохождения волны по участку
 совпадает со временем прохождения волны по участку , т.е.

(1.1)

Пусть состояние (продольные колебания) стержня (или поперечные колебания
струны), описывается функцией Q(x, t), , , а отклонения от состоя-
ния равновесия, подчиняются следующему волновому уравнению

(1.2)
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(1.3)
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(1.5)

и конечными (при ) условиями

(1.6)

В формуле (1.4) функции  и  – управляющие воздействия (граничные управления).

Предполагается, что функция , где , а

функции , .
Предполагается также, что все функции такие, что выполняются условия согласо-

вания.

(1.7)

Задача граничного управления. Требуется найти граничные управления  и 
, переводящие колебания системы (1.2), из заданного начального состояния

(1.3) в конечное состояние (1.6).
2. Сведение задачи к задаче с нулевыми граничными условиями. Для решения постав-

ленной задачи перейдем к новой переменной [20]
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и с условиями сопряжения в точке  соединения участков

(2.6)

Так как граничные условия (2.4) неоднородны, решение уравнения (2.2) построим
в виде суммы

(2.7)

где  – функция с однородными граничными условиями

(2.8)

требующая определения, а  – решение уравнения (2.2) с неоднородными гра-
ничными условиями

(2.9)

Функция  имеет вид

(2.10)

Подставив (2.7) в (2.2) и учитывая (2.10), получим следующее уравнение для опреде-
ления функции 
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(2.16)

(2.17)

Таким образом, решение задачи сведено к задаче управления движением, описыва-
емым уравнением (2.11) с однородными граничными условиями (2.8), которая форму-
лируется следующим образом: требуется найти такие граничные управления  и

, , под воздействием которых колебание, описываемое уравнением (2.11) с
граничными условиями (2.8), переходит из заданного начального состояния (2.16) в
конечное состояние (2.17).

3. Решение задачи. Учитывая, что граничные условия (2.8) однородны и выполнены
условия согласованности, решение уравнения (2.11) ищем в виде

(3.1)
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Здесь коэффициенты Фурье функции , , ,  и  обозначены

через , , ,  и  соответствственно.
Общее решение неоднородного уравнения (3.2) с условиями (3.4) и его производ-

ная имеют вид

(3.6)
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Далее, для формулы (3.6), при t = T, учитывая конечные (3.5) условия применяем под-
ходы, приведенные в работах [2–5, 20]. Тогда получим, что функции управления  и

 для каждого  должны удовлетворять следующим интегральным соотношениям:

(3.7)

где

(3.8)

Введем следующие обозначения:
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(здесь и далее обозначение в нижнем индексе буквы “n” будет означать – “для первых
 гармоник”).

Таким образом, из (3.11) следует, что первые n гармоники системы (3.2) с условия-
ми (3.3)–(3.5) вполне управляемы тогда и только тогда, когда для любого вектора 
(3.10) можно найти управление , , удовлетворяющее условию (3.11).

Управляющее воздействие , удовлетворяющее интегральному соотношению
(3.11), представим в виде [21, 22]

(3.12)

где  – транспонированная матрица,  – вектор-функция и такая, что

(3.13)

Здесь, Sn – известная матрица размерностью , для которой предполагается,
что .

Из формулы (3.12) следует, что существует множество управляющих функций, ре-
шающих задачу граничного управления.

Обозначим 

Из формулы (3.10), (3.12) с учетом введенных обозначений функции граничного
управления представляются в виде

(3.14)

где

Подставляя построенные выражения для функции  и  в (3.3), а найденное
для  выражение – в (3.6), получим функцию , . Далее, из формулы
(3.1) будем иметь

(3.15)

а с помощью (2.7) и (2.10) функция колебания  для первых  гармоник запи-
шется в виде

(3.16)
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(3.17)

Учитывая обозначения (2.1) функция  при  представляется в виде:

(3.18)

4. Пример. Для иллюстрации вышеизложенного построения предположим, что в
граничных условиях (1.4) ,  (т.е. ).

В этом случае из формулы (3.3) следует , а согласно формулам (3.7)

будем иметь следующие интегральные соотношения

Постоянные , ,  и определяются из формулы (3.8). Следовательно

Для простоты изложения, согласно формуле (3.12) (или (3.14)), (3.13), построим
функцию граничного управления  при  (следовательно ). Тогда, соглас-
но (3.10), будем иметь , , а из (3.13), элементы матрицы

получим в виде:

при этом .

Из формулы (3.12) (или (3.14)) следует, что . Предполагая,
что , получим, при 

Отметим, что согласно формулам (3.15)–(3.16) будем иметь
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Предположим, что . Тогда, с учетом , получим . Для матриц 

и  будем иметь:

Учитывая, что , получим

следовательно

Подставляя найденное для  выражение в (3.6), получим функцию ,
 в явном виде

Следовательно, для функций , получим следующее явное выражение

Имея явные виды функции ,  или  с помощью формул (3.15)–(3.18)
или формулы замены переменных (2.1) можно записать явное выражение функции

, , .
Заключение. В работе рассмотрена задача граничного управления одномерным вол-

новым уравнением, описывающим поперечные колебания кусочно-однородной стру-
ны или продольные колебания кусочно-однородного стержня. Предложен конструк-
тивный подход построения функции граничного управления одномерными неодно-
родными колебательными процессами. При этом явное выражение функции
граничного управления представлено через заданные начальные и конечные функции
прогиба и скоростей точек распределенной системы. Результаты могут быть использо-
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ваны при проектировании граничного управления процессами разнородных колеба-
ний в физических и технологических системах.
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